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0.0 Введение 
 

Актуальность темы диссертации. Начиная с 50-х годов прошлого века 

дифференциальные уравнения с  отклоняющимся аргументом  стали разделом 

теории дифференциальных уравнений. Отметим здесь лишь классические 

монографии Р. Беллмана  и  К. Кука [13],  А. Д. Мышкиса [24], Л.Э. Эльсгольца и  

С.Б. Норкина [36], в которых приведены основные постановки  задач для таких 

уравнений,  указаны их приложения. С другой стороны, исследование различных 

математических моделей физических и технических объектов, описываемых 

дифференциальными уравнениями, часто требует учета случайных воздействий 

на эти обьекты, что приводит к дифференциальным уравнениям, 

содержащимвыражения  зависящие  от случайного параметра � из 

вероятностного  пространствя �Ω,F  , P), где F является � �алгеброй событий, а 

P � вероятностной мерой, т.е. P�Ω��1. 
Простейшие дифференциальные  уравнения такого типа имеют следующий вид �� � f�t, �, ��.                                                                                            (0.1) 
 

В этом случае часто анализ поведения траекторий  может быть произведен при 

каждомфиксированном� и дальнейшим вычислениемусредненных 

характеристик. Более сложным является случай, когда воздействие на 

объектописывается  с помощью так называемого "белого шума". В этом случае 

принятой математической моделью является уравнение следующего вида  �X � a�t, X��t � b�t, X��W� ,                                                                   (0.2) 

где W� �стандартный винеровский процесс, заданный на вероятностном базисе �Ω,F  ,F� , P�, где F� система полунепрерывных справа � �алгебр, согласованная со  

случайным процессом W�. 
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При этом под решением  начальной задачи ��0� � ��,                                                                                                     (0.3) 

сразу же понимается как решение интегрального уравнения 

X�t� � X� � � a�s, X�s���s � �
�

� b�s, X�s���W�
�

�
 ,                                           �0.4� 

 

в некотором специальном функциональном пространстве. Второе интегральное 

слагаемое в правой части понимается в смысле  интеграла Ито. Как и в случае 

обыкновенных  дифференциальных уравнений, первые теоремы существования 

решений у уравнения (0.4) были связаны с условием Липшица для операторов a и b по  пространственной переменной � и  применением принципа  сжимающих 

отображений. В этом случае решение уравнения (0.4) будет единственным, в 

рассматриваемом функциональном пространстве. В классической теории 

обыкновенных дифференциальных уравнений следующим результатом о 

единственности является теорема Осгуда. Поэтому естественнымусилением 

результата с условием Липшица для уравнения (4) являются условия типа 
 

 !a�t, �� � a�t, "�!# $  L�t, !� � "!#�, 
                                                                                                                    (0.5) !b�t, �� � b�t, "�!#  $  L�t, !� � "!#�, 

 

где L некотория непрерывная функция такая, что начальная задача 
 u� � L�t, u�,                                                                                                     (0.6) u�0� � 0,                                                                                                        (0.7) 

имеет единственное нулевое решение на исследуемом отрезке. Такое условие 

конечно же эквивалентно условию единственности нулевого решения 

интегрального уравнения 

u�t� � � L�s, u�s�� �s,                                                                                                  �0.8� �
�
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в классе непрерывных функций. Заметим, что так как оператор, определенный 

правой частью уравнения (0.4) должен действовать в пространствах суммируемых 

с некоторой степенью по � функций, естественным условием на a и b является 

условие подлинейного роста по пространственной переменной, обеспечивающие, 

кстати, как и в случае обыкновенных дифференциальных уравнений, 

нелокальную теорему существования. 

В работах А.Е. Родкиной  и Б.Н. Садовского [27], по-видимому, впервые для 

дифференциальных уравнений со случайным воздействием типа (0.2) было 

замечено, что  условие (0.5) приводит к тому, что интегральный оператор, 

определенный, правой частью уравнения (0.4) уплотняет относительно 

специальной  меры некомпактности (см.[11]). Связь условия единственности 

нулевого решения уравнения (0.8) и того, что интегральный оператор, 

порожденный правой частью обыкновенного дифференциального уравнения �� � f�(, ��, 
В бесконечномерном банаховом пространстве E, в котором оператор f по 

пространственной переменной удовлетворяет  неравенству 

                           χ�f�(, *��  $  L�(, χ�*��,                                                   �0.9� 

где  χ �мера некомпактности Хаусдорфа в пространстве E  была к этому времени 

уже хорошо известна (см. [19],[53], [60]). В работах М.И.  Каменского и П. 

Нистри (см. [20], [21]), условия типа (0.9) широко использовались для 

обоснования  принципа  усреднения для уравнений �� � ,� � f�(, ��,                                                                                              �0.10� 

где , � производящий оператор сильно непрерывной полугруппы линейных 

операторов e./, действующий в банаховом пространстве E, а f �непрерывный 

оператор, удовлетворяющий оценке (0.9). Уравнения типа (0.10) часто называют 

абстрактными квазилинейными  (полулинейными) параболическими уравнениями 

(см. [41]). 
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Различные приложения приводят к абстрактным параболическим уравнениям с  

отклоняющимся аргументом, т.е. уравнениям, в которых значение � входит в 

правую часть в  различные моменты времени. 

Для таких и близких к ним уравнений многими авторами исследовались 

различные вопросы существования, единственности, зависимости от параметра 

решений различных  задач см., например, работы Р.Г. Алиева [2], [3] 

А. М. Зверкина, Г. А. Каменского [18],  Л. Э. Эльсгольца  и  С. Б. Норкина [18], 

[36], М.И. Каменского [20], [21]. 

Если уравнение (0.10) возмущается "белым шумом" то это приводит к 

уравнениям следующего вида 
 dX � �,X � a�t, X��dt � b�t, X�dW�,                                                       (0.11) 

где a: 20, T4 5 E 6 E, через W� обозначим стандартный винеровский процесс со 

значениями в некотором гильбертовом  пространстве U, а b действует из 20, T4 5 E  

в пространство ограниченных линейных операторов 8�U, E�. Уравнения типа 

(0.10) посвящено большое количество работ. Отметим здесь лишь монографии 

[51], [55]. Однако в большинстве работ предполагается, что операторы a  и b 

удовлетворяют условию Липшица по пространственным переменным, а не 

условиям типа (0.5). Под решением уравнения (0.11), с начальным условием ��0� � 9,                                                                                                   (0.12) 

где  9 : 8#�Ω�, следуя [37], понимают, также как и в конечномерном случае, 

решение интегрального уравнения 

X�t� � ;./9 � � ;.��<��a�s, X�s���s � �
�

� ;.��<��b�s, X�s���W�
�

�
,         �0.13� 

 

где X �элемент специального функционального  пространства случайных 

процессов, согласованных с процессом винера W�. Второе 
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интегральноеслагаемоев правой части (0.13) понимается,  как  интеграл Ито в 

бесконечномерном  пространстве (см. [39]). Для уравнения (0.13) при наличии 

условия Липшица стандартными методами теории сжимающих 

отображенийдоказываются (см. например [37], [58]) локальная и глобальная 

теоремы существования и единственности. 

Однако случай, когда a  и b удовлетворяют условиям типа (0.5),насколько 

известно автору, не изучен. Соображения типа принципа  сжимающих 

отображений уже не могут быть применены, что делает исследование даже в этом 

случае без запаздывания интересным и актуальным. Для многозначных a  и b 

близкие вопросы изучались в [43], [44]. 

Для уравнения (0.13) при наличие условия Липшица по пространственным 

переменным для операторов a  и b установлены также  теоремы о непрерывной 

зависимости от параметра (см. [36], [62]). 

Обычно рассматривается уравнение 
 dX � �,X � a>�t, X���t � b>��t, X���W� ,                                                   �0.14� 

где   a>  и  b> зависят от некоторого параметра α : 20, α�4.  
Классическим, начиная с М.А. Красносельского и С.Г. Крейна [22], [23], 

результатом о непрерывной зависимости от параметра решений уравнения �� � f@�(, ��, 
где  f@: 20, T4 5 E 6 E с начальным условием (0.3) является теорема (см., [22]), в 

которой предполагается, что f@  интегрально непрерывна  по параметру, т.е. 
 

� f@�s, ���s  6  �
�

� f��s, ���s  ,     t : 20, T4,    � : E.�
�

                                 �0.15� 
 

Этот результат особенно важен в принципе усреднения, где f@�t, �� �
f@ B �> , �C , D E 0. В этом случае в качестве f� выступает среднее 
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f���� � LimH6�
1N � f�s, ���s.     H

�
 

Поэтому естественным вопросом для уравнения (0.14) является вопрос о 

непрерывной зависимости решений от параметра в случае, когда 
 

� a@�s, ���s  6  �
�

� a��s, ���s  ,     t : 20, T4, � : E, �
�

                         �0.16� 

 

� b@�s, ���s  6  �
�

� b��s, ���s  ,     t : 20, T4, � : E. �
�

                         �0.17� 

 

Этот вопрос исследовался многими  авторами как для конечномерных  

уравнений (0.2)(см. например [28], [29], [30]), так и для бесконечномерных  

уравнений типа (0.14), (см. [33], [58]).  

Остановимся здесь на особенностях, по сравненнию с обыкновенными 

дифференциальными уравнениями, которые возникают при изучении уравнений 

(0.2) и (0.14). 

Если для обыкновенных дифференциальных уравнений из сходимости (0.15) 

следует сходимость решений в пространстве L�20 , T4,E�,то для уравнений типа 

(0.2) или (0.14) соотношения (0.16), (0.17) не обеспечивают такой сходимости (см. 

[34], [35]). 

Для сходимости  в равномерной норме необходимо вместо соотношения (0.17) 

требовать выполнения соотношения 

�!b@�s, �� � b��s, ��!# �s  6 0  �
�

                                                            �0.18� 

в этом случае говорят о сильной сходимости решений уравнения (0.11). 

Соотношения (0.18) исключают из рассмотрения уравнения с быстро 
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осциллирующими членами диффузии, а, следовательно, и построение теории, 

аналогичной принципу усреднения для обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Для конечномерного случая Р. З. Хасьминским [34], см., также  А.В. 

Скороход [32] и  Ю. В. Прохоровым [26], было предложено вместо сходимости в 

равномерной норме использовать слабую сходимость, т.е. слабую сходимость 

мер, порождаемых решениями �@ уравнения с параметром α в пространстве 

L�20 , T4,E�, а именно сходимость 
 

� M�u�
L�20 ,T4,E�

�µ@�u� 6 � M�u�
L�20 ,T4,E�

�µ��u�, 
 

для произвольной непрерывной ограниченной M, определенной напространстве 

L�20 , T4,E�. Здесь µ@ �мера, определяемая по �@  формулой µ@�B � �PO�@: BP, 
для любого борелевского множествапространства L�20 , T4,E�. Такой взгляд 

позволяет обосновать и  процедуру усреднения для уравнений со случайным 

возмущеннием в частности для уравнений (0.14) (см. [45], [61]). 

В работах А.Е. Родкиной [27],[54], см. также работу  Х. Mao [50], показана 

важность изучения дифференциальных уравнений со случайным возмущением, 

содержащих запаздывания. Был исследован конечномерный случай, в котором 

уравнение в наших  обозначениях имеет следующий вид 
 dX � a Bt, SRS,…,RUX�t�C �t � b Bt, SRS,…,RUX�t�C �W�,                             (0.19) 

где hW, … , hX � функции, заданные на отрезке 20 , T4, характеризующие 

запаздывания и удовлетворяющие неравенствам hY�t� $ t , для всех Z � 1, … , [. 
Оператор SRS,…,RU,  определяется  формулой 

SRS,…,RUX�t� � �X�hW�t��, … , X�hX�t���. 
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Перенос постановок задач  А.Е. Родкиной [54] на уравнения (0.14) приводит к 

уравнению 
 

dX � \,X � a Bt, SRS,…,RUX�t�C] �t � b Bt, SRS,…,RUX�t�C �W�,             (0.20) 

 

где , � производящий оператор некоторой  полугруппы e./, а a: 20, T4 5 E
X 6 E,  

и   b: 20, T4 5 E
X 6 8�U, E�. 

Уравнения типа (0.20) возникают при изучении стохастических систем в 

популяционной динамике[39], распространеним волн в случайных средах [40], 

задачах нелинейной фильтрации [41] и др. Однако для таких уравнений 

практически отсутствуют аналоги результатов связанных с существованием 

решений и зависимостю от параметра, что делает тему диссертации важной и 

актуальной.                                                                                                                                                 
 

Цель работы. Основной целью диссертационной работы является: 

1. Доказательство теорем существования и единственности решения  

начальной задачи  для  дифференциальных уравнений с отклоняющимся 

аргументом  и случайными возмущениями в случае отсутствия условия Липшица 

и бесконечномерного фазового пространства. 

2. Доказательство теоремы о продолжимости решения начальной задачи для 

указанных в п.1  дифференциальных уравнений в случае подлинейного роста 

операторных  коэффициентов. 

3. Нахождениеусловий сходимости решений указанных  дифференциальных 

уравнений в случае выполнения  условия (0.18). 

4. Доказательство слабой сходимости решений  в случае интегральной 
непрерывности коэффициентов (0.16), (0.17). 

 

Методы исследования. Основные методы исследования сверены с 

приложениями теории уплотняющих операторов в специальных функциональных  
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пространствах случайных процессов. Такой подход позволяет установить 

компактность множества решений для уравнений, зависящие  от параметра и 

обосновать результаты о непрерывной зависимости в различных смыслах.  
 

Научная новизна. Следующие результаты работы являются новыми: 
 

1. Теорема существования, единственности и нелокальной продолжимости для 

дифференциальных уравнений в бесконечномерных пространствах со 

случайными  воздействиями и  отклоняющимся аргументом. 

2. Теорема о непрерывной по норме зависимости от параметра решений 

указанных выше дифференциальных уравнений. 

3.  Теорема о слабой сходимости по параметру решений  дифференциальных 

уравнений со случайными воздействиями и запаздыванием в случае интегральный 

непрерывности операторов, входящих в эти уравнения. 
 

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретический 

характер. Полученные в диссертации результаты могут быть использованы при 

изучении задач описываемых дифференциальными уравнениями со  случайными 

воздействиями. 

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и 

обсуждались на Воронежских зимних математических школах в 2012г.,  2013 г., 

2014г., на научных семинарах кафедры  высшей математики ВГПУ (руководитель 

проф. В. В. Обуховский) и кафедры нелинейных колебаний ВГУ (руководитель 

проф. В. Г. Задорожний). 
 

Публикации работы. Основные результаты по теме диссертации 

опубликованы в работах [5] - [10].  Доказательства всех результатов получены 

лично автором. 

Работы [8]-[10]опубликованы в журналах из перечня рецензируемых научных 

журналов и изданий, рекомендованных ВАК Минобрнауки РФ. 
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Структура и объем диссертации. Диссертация состоит извведения, двух 

глав и списка цитируемой литературы, включающего 62 наименований. Общий 

объем диссертации 83 стр. 

Краткое содержание диссертации. Диссертация состоит из введения  и двух 

глав. Во введении обосновывается актуальность темы, описывается методики 

исследования, приводятся  используемые определения и факты в удобной для 

дальнейшего изложения форме.  

Приведем содержание диссертации по главам. 

Нумерация приводимых ниже определений и утверждений совпадает с 

нумерацией в диссертации. 
 

Первая глава посвящена теорема существования, единственности и   

продолжимости решений начальной задачи для дифференциальных уравнений в 

бесконечномерном пространстве со случайным воздействием и  отклоняющимся 

аргументом. 

Первый параграф этой главы носит вспомогательный характер. В нем 

приводятся теоремы о непрерывной зависимости от параметра, начальных данных 

и  интегральные неравенства для следующего интегрального уравнения с 

отклоняющимся аргументом. 
 

Z�t� � Z� � � L�s, SRS,…,RUZ�s�, _� �s,                                                     �1.1� �
�

 

 

гдеL: 20, T4 5 D 5 20,14 6 `W �непрерывная функция, D �некоторая область 

пространства `X, непрерывные функции hW, … , hX, действуют из 20, T4  в 20, T4 и 

удовлетворяют неравенствам hY�t� $ t, для всех Z � 1, … , [, а оператор SRS,…,RU: L�20 , T4, `W� 6 L�20 , T4, `X� задан по следующему правилу: 

SRS,…,RUZ�s� � �Z�hW�s��, … , Z�hX�s���. 
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Теорема 1.1. Пусть  при _ � 0 все решения уравнения (1.1) продолжимы 

на20 , a4, и уравнение (1.1) имеет единственное непрерывное решение  b�, 
определенное на отрезке 20 , a4. 

Тогда для любого c d 0 существует e d 0 такое, что при _ : �0, e� все 

непрерывные решения bf уравнения (1.1) определены на отрезке 20 , a4  и 

удовлетворяют  неравенству 
 !Zf � Z�!L�20 ,T4,`S� g c. 
 

Теорема 1.2. Пусть интегральное уравнение 

Z�t� � Z��ν� � � L Bs, SRS,…,RUZ�s�C �s,                                                    �1.4� �
�

 

при  i � i� имеет единственное непрерывное решение b�, на отрезке 20 , a4, на 

который продолжимы все решения уравнения (1.4), при i � i�.  

Тогда для любого  c d 0  существует e d 0 такое, что при  i : j�i�, e� все 

решения bk уравнения (1.4)  продолжимы на отрезок 20 , a4  и справедлива оценка 
 !Zl � Z�!L�20 ,T4,`S� g c. 
 

Теорема 1.3. Пусть непрерывная функция " : L�20 , a4, `1� удовлетворяет 

неравенству 

y�t� $ Z� � � L Bs, SRS,…,RUy�s�C �s,                                                           �1.5� �
�

 

и интегральное уравнение 

 Z�t� � Z� � � L Bs, SRS,…,RUZ�s�C  �s,                                                        �1.6� �
�

 

имеет единственное непрерывное решение b� на отрезке 20 , a4, на который 

продолжимы все решения уравнения (1.6).  
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Тогда                                                 "�t� $ Z��t�, t : 20 , T4.                         �1.7� 
 

Близкие к затронутым в первом параграфе вопросы изучались различными 

авторами см., например, [46], [47], [48]. Изложение отличается от указанных здесь 

по форме и некоторым условиям, так здесь используется только условия 

единственности решения интегрального уравнения, а не конкретные условия 

такого факта, что требуеть некоторой модификации доказательств. 
 

Второй параграф посвящен анализу интегрального оператора, возникающего 

при изучении начальной задачи для дифференциального уравнения следующего 

вида 
 dX � \,X�t� � a Bt, SRS,…,RUX�t�C] �t � b Bt, SRS,…,RUX�t�C �W�,         (1.11) 

с начальным условием X�0� � 9,                                                                                                  (1.12) 
 

где , � производящий оператор сильно непрерывной полугруппы e./ 
действующей гильбертовом  пространстве H. Процесс W� � стандартный 

винеровский процесс со значениями в U. Операторы a и b  определены на `W5HXи действуют соответственно в H и в 8�U, H� (см., например, [32]), hW, … , hX � отклонения аргумента, удовлетворяющие  неравенствам 0 $ hY�t� $ t 
для всех Z � 1, … , [  и t : 20, ∞�. Оператор SRS,…,RU сопоставляет функции X со 

значениями в H функцию SRS,…,RUX со значениями в HX по следующему правилу: 

SRS,…,RUX�t� � �X�hW�t��, … , X�hX�t���. 

Ниже мы будем предполагать, что выполнены следующие условия 

i�    !a�t, �W, … , �p�! $ C r1 � s|�Y|p
YuW v,                                                                     
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!b�t, �W, … , �p�! $ C r1 � s|�Y|p
YuW v,                                                                  

 

ii�!a�t, �W, … , �p� � a�t, "W, … , "p�!w $ L rt, s!�Y � "Y!wp
YuW v,                                

!b�t, �W, … , �p� � b�t, "W, … , "p�!w $ L rt, s!�Y � "Y!wp
YuW v,                       

где функция L невозрастающая и выпуклая по второму аргументу такая, что 

iii) для любой константы C x 0 интегральное неравенство  

Z�t� $ C � L Bs, SRS,…,RUZ�s�C  �s                        �
�

 

имеет единственное решение Z�t� y 0. 
Основными результатами параграфа являются следующие леммы 
 

Лемма 1.1. Пусть  выполняется условие   i), тогда оператор 

GX�t� � ;.�9 � � ;.��<��a Bs, SRS,…,RUX�s�C �s ��
�

� ;.��<��b Bs, SRS,…,RUX�s�C �W�
�

�
 

действует в пространстве N{w�F, 20,t4;H�. (см., определение 0.35) 
 

Лемма 1.2. Пусть выполняются условия i), ii), iii). Тогда  оператор G 

уплотняет относительно  меры некомпактности, задаваемой  формулой 2}� ~�4�t� � χ��~��,                                                                           �1.15� 

где  �/ мера некомпактности Хаусдорфа в пространстве  ��w�F,  20,t4;H�,  а  

~� � �X� ]t,0[ : X : ~� � N{w�F, 20,t4;H�, 

здесь ~ � ограниченное  множество из  ��w�F, 20,T4;H�. 
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В третьем параграфе с  использованием классической теоремы Б.Н. 

Садовского (см., [31], [32]), о неподвижной точке уплотняющего оператора, 

переводящего в себя ограниченное выпуклое замкнутое множество доказаны 

глобальная теорема  существования решения  задачи (1.11), (1.12). 

Обозначим через �Ξ�0, �� шар, радиуса � с центром в нуле в пространстве N{w, 

снабженном нормой 

!X!Nc�� � \E sup 0$s$T;����!X�s�!Hw ]1�
. 

 

Лемма 1.3. Пусть выполняются условия i) (см. праграф 1.1). Тогда 

существуют Ξ и � такие, что оператор G переводит шар �Ξ�0, �� в  себя. 
 

Теорема 1.4. Пусть  выполняются условия i) , ii) , iii)  (см. праграф 1.1). Тогда  

уравнение (1.11) с начальным условием (1.12) имеет решение на отрезке 20, T4. 
 

В четвертом параграфе, при выполнении условий i) – iii), доказана теорема  о 

единственности решений начальной задачи для стохастического дифференциаль-

ного уравнения с запаздыванием в бесконечномерном гильбертовом 

пространстве. 
 

Теорема 1.5. Пусть  выполняются условия i) , ii) , iii) . Тогда  уравнение (1.11) с 

начальным условием (1.12) имеет на отрезке 20, T4 единственное решение. 

Вторая глава посвящена исследованию зависимости от параметра 

решенийначальной задачи. 

dX> � \,X>��� � a> Bs, SRS,…,RUX>�s�C] �s � b> Bs, SRS,…,RUX>�s�C �W� ,  (2.1) 

с начальным условием X�0� � 9,                                                                                                         (2.2) 
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где W� � �F�� � адаптированный процесс Винера в гильбертовом пространстве U 

с оператором ковариации Q. Здесь , � как и выше производящий оператор сильно 

непрерывной полугруппы e./ действующей  в гильбертовом  пространстве  H. 

Пусть a>: `W5HX 6 H , b>: `W5HX 6 8�U, H� (см, например[51]) ,отклонения 

аргумента hW, … , hX, удовлетворяющие, как и выше неравенствам 0 $ hY�t� $ t 
для всех Z � 1, … , [  и t : 20, T4. 

Ниже мы будем предполагать, что для некоторого � x 2 выполнены 

следующие  оценки 

i) !a@�s, ��!w $ C�1 � !�!w�, 
 !b@�s, ��!w $ C�1 � !�!w�,   

и 

   ii� !a@�s, �� � a@�s, "�!w $  L�!� � "!w�,     !b@�s, �� � b@�s, "�!w $  L�!� � "!w� ,                                               
где функция L невозрастающая и выпуклая функция такая, что iii� для любой константы C x 0 интегральное неравенство  

Z�t� $ C � L BSRS,…,RUZ�s�C  �s                        �
�

 

имеет единственное нулевое решение. 
 

iv)  Начальная функция9 : Lw�Ω; H�. 
 

В первом параграфе этой главы предполагается, что выполнены  условие: 
 

v)  Существует  ∆�d 0  такое, что для всех  � : HX  и tW, t# : 20, T4  такая, что  0 $ tW $ t# $ tW � ∆�, полугруппа e./ непрерывна по норме операторов при    t d 0 кроме того пусть выполнены соотношения: 

Lim >6�� �2a@�s, �� � a��s, ��4�s � 0��

�S
                                                                  �2.3� 
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Lim >6�� � trO2b@�s, �� � b��s, ��4Q2b@�s, �� � b��s, ��4�P���s � 0��

�S
               �2.4� 

для  любых  tW, t# : 20, T4. 
 

Теорема 2.1. Пусть  выполняются условия   i) – v). Тогда }�OX>: D : 20,14P� � 0 

, т.е. решения OX>P образуют компактное множество в  пространстве N{w�F,  20,T4;H�. 
 

Теорема 2.2. Пусть  выполняются предположения    i) – v). Тогда  для любого T d 0 Lim >6�� sup�:2�,�4!X>�t� � X��t�!w � 0, 
где !��(�!w � �E!��(�!w �S�   , 1 $ � g �∞.   
 

Во втором параграфе в отличае от условия v)  предполагается, выполненным 

следующее. Пусть T d 0  произвольное фиксированное  число и 

Lim >6�� � e.��<��a@�s, �����
�

�  � e.��<��a��s, �����
�

                                             �2.10� 

и  

Lim >6�� �� e.��<���@�s, ��e.���<�����
�

�
�

�  0 ,                                                       �2.11� 

для всех � : HX, t : 20, T4, где 
 �@�t, �� � b@�t, ��Qb@� �t, �� � b��t, ��Qb�� �t, ��  . 

Кроме того, в этом параграфе , производящий оператор аналитической 

полугруппы, основным  результатом является следующая теорема. 

Теорема  2.3. Пусть выполняются условия  i) – iv) и (2.10), (2.11). Тогда X@�· , 9� 6  X��· , 9� слабо в L�20, T4, H� при α 6 0�. 
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0.1 Необходимые понятия и факты 
 

 

Определение  0.1. (см. [11], [37]).ПустьE � банахово пространство и B�E � 

множество всех его ограниченных  подмножеств. Пусть � �частично упоря-

доченное множество. Отображение ψ :B�E  � 6 �, заданное на множестве 

ограниченных подмножеств банахова пространства E со значениями в 

некотором частично упорядоченном множестве ��, $� называется мерой 

некомпактнсти ,  если  }� ¡¢¢¢ £� � }� £�  для любого  £ : B�E �.  
 

Определение 0.2. (см. [11],[37]). Мера некомпактности } называется  

несингулярной, если для любых � : E и £ : B�E � мера некомпактности }  

удовлетворяет равенству 
 }�O�P ¤ Ω� � }� Ω�. 
 

Определение0.3. (см. [11],[37]). Мера некомпактности } называется 

монотонной, если для любых  £W, £# : B�E �  из включения £W ¥ £#  следует 

неравенство }�ΩW� $  }� Ω#�. 
 

Определение 0.4. (см.[15],[31],[37]). Мерой некомпактности Хаусдорфа ��£� 

множества Ω : B�E�  называется инфимум тех c d 0, при которых £ имеет в E 

конечную c �сеть, т.е. существует конечное множество "W, … , "X : E, такое 

что £ � ¦ j�"Y ,c�XYuW , где    
 �(§,r) � Ox:Ë̈: !� � ©! g �P. 
Определение 0.5. (см. [37]). Оператор  G: E  6E называется уплотняющим 

относительно меры некомпактности }, если  из неравенства  }�ª�£�� « }�£� 

следует относительная компактность множества £, здесь  «  означает 

отрицание отношения  $   частичного порядка в множестве  �.  
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Теорема 0.1. (см. [37]). Пусть E:B�E �, выпукло и замкнуто. Пусть оператор 

G: E  6E уплотняет относительно несингулярной монотонной меры 

некомпактности. Тогда  G  имеет в  E  хотя  бы одну  неподвижную точку. 

Пусть U, H вещественные сепарабельные гильбертовы пространства с нормами 

!·!¬, !·!­ соответственно. Обозначим через 8�U, H� пространство всех 

ограниченных линейных отображений из U  в  H, с нормой |·|8�­,¬�, будем писать 

8�U� вместо 8�U, U�. Если ¯ : 8�H�, то ¯� � сопряженный оператор. Через |¯|� 

обозначается ядерная норма оператора  ¯ : 8�H�, при условии что   ¯- ядерный 

оператор , то есть 

|¯|� � sup °s|±¯e², ³²´|; Oe²P, O³²P² ортонормированные базисы из HÀ g ∞. 
Пусть U, H вещественные сепарабельные гильбертовы пространства и Oe²P �ортонормированный базис из H. Оператор ¯ � оператор Гильберта –

Шмидта, если  

!¯!# � rs|¯e²|#Á
²uW v

S� g ∞. 
Через 8#�U, H� будем обозначать пространство операторов Гильберта - Шмидта 

из U  в  H, снабженное нормой !·!#. 

Будем писать 8#�U� вместо 8#�U, U� ( см. [37] ). 
 

Пусть Q симметричный неотрицательный оператор Q : 8�U�, и Tr Q d
0 �Tr Q � ∑ ±Q;Ã , ;Ã´ÁÃuW �, тогда существует полная ортонормированная система 

O;pP в U, и OλpP ограниченная последовательность неотрицательных 

вещественных чисел, таких,  что Q;p � λp;p  , Å � 1,2, … (см. [37]). 



21 

 

 

Определение 0.6. (см.[11], [12]). Вероятностным пространством называется 

тройка �£,F , P), состоящая из пространства элементарных событий £, � �алгебры F подмножеств £, называемых событиями, и неотрицательной 

нормированной, т.е. P�Ω��1, � � аддитивной меры P на £ � вероятности. 
 

Определение 0.7. (см. [14], [37]). Стохастический базис   �£,F  ,F/ , P� � это 

вероятностное пространство �£,F  , P�, оснащеное возрастающим семейством � �алгебр  множеств OF/ P, ( : 20, a4, F� $  FÆ $ F/ $ F (т.е., линейно 

упорядоченное множество, при � $ (,FÆ ¥ F/) называемых фильтрацией, 

являющимся непрерывным справа, т.е., F/ � F/�, где  F/� �  Ç FÆÆÈ/  .  

Определение 0.8. (см.[14],[37]). Стохастический базис �£,F  ,F/ , P�  

называется полным, если  � �алгебра F пополнена всевозможными нулевыми по 

мере P множествами, и каждая  −σ алгебра F/ также содержит все 

множества из  F   с  P � мерой нуль.   
 

Определение 0.9. (см. [37]). Фильтрация OF/ P, ( : 20, a4 называется 

нормальной, если  

(i) F�  содержит все множества f : F  такие, что P� f  ��0, 
(ii) F/ � F/�  для всех  ( : a. 

Определение 0.10. (см.[37]). Пусть E � метрическое пространство, тогда 

наименьшая � �алгебра содержащая все открытые (замкнутые) подмножества 

E называется  борелевской  � �алгеброй и обозначается B �E�. 
 

Определение 0.11. (см.[50],[56]). Рассмотрим метрическое пространство  E, 

наделенное борелевской � �алгеброй  его подмножеств B �E �. Напомним, что 

отображение i :B �E � 6 20, ∞� называется вероятностной мерой, если 

1.   Мера i нормирована, т.е.  i�E� = 1, 
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    2. Мера i счетно-аддитивна, т.е. i�¦ jYÁYuW � � ∑ i�jY�ÁYuW  для любой 

последовательности попарно непересекающихся множеств jY : B �E �, Z : �.  
Обозначим через L�E � банахово пространство всех ограниченных, 

непрерывных вещественных функций, определенных на E, оснащенное  нормой 

(см. [14], [37])  !9! � supÉ:E |9���|. 
 

Определение 0.12. (см. [14], [37]). Последовательность вероятностных мер O_ÊP, на пространстве (E, B �E�), слабо сходится к вероятностной мере _, если 

для любой ограниченной непрерывной функции  9 : L�E � выполнено  

LimÊ6∞ � 9���
E

µÊ���� � LimÊ6∞ � 9���
E

µ����. 
Стоящие справа и слева интегралы понимаются как интегралы Лебега по 

мерам _Ê и _ соответственно. 
 

Определение 0.13. (см.[37], [50]). Семейство Ë �вероятностных мер на 

пространстве �E,B �E �) называется компактным, если произвольная 

последовательность O_ÊP элементов из Ë содержит слабо сходящуюся 

подпоследовательность. 
 

Определение 0.14. (см. [12]) Пусть Ì сепарабельное гильбертово 

пространство со скалярным произведением ±. , . ´. Для произвольной 

вероятностной меры _ её характеристическим функционалом _̂ называют 

преобразование Фурье _̂ � Î ;Y±É,Ï´ _����Ð . Если характеристический функционал 

имеет вид ;�� �� W# �Ñ", "��, то мера _ � _Ò называется центрированной 

гауссовой мерой. При этом оператор Ñ называется  корреляционным 

оператором. Он является неотрицательным и ядерным, т.е. конечна норма  
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|Q|� � sup °s|±Qe², ³²´|; Oe²P, O³²P² ортонормированные базисы из HÀ g ∞. 
Определение 0.15. (см. [25]). Пусть �£,F  , P� вероятностное пространство, а 

E банахово пространство с � �алгеброй B. Измеримое отображение � из �£,F  � 

в �E,B) называется случайной  величиной. Если не оговорено противное, в 

качестве B  используется Борелевская � �алгебра в E. 
 

Определение 0.16. (см. [37]). Если � �случайная  величина из �£,F  �   в �E,B � и  P- вероятностная мера  в £ то через  L���  обозначим распределение случайной  

величиный �, т.е. мера L���  на B определяется равенством 
 

L����Ô� � POω : Ω Ö X�ω� : ÔP, для всех Ô : B. 
 

Определение 0.17. (см. [29]). Пусть �£,F  , P� � вероятностное пространство 

и � � некоторая случайная  величина из �£,F �   в �E,B �. Если интеграл Î |�|× �P 

конечен, то интеграл Ø��� � Î �× �P называется математическим ожиданием 

случайной величины. 
 

Определение 0.18. (см. [62]). Если �>: �£,F , Ù� 6 L�20, a4, Ì� � случайные 

величины, то �> >6�ÚÛÜ �� слабо в L�20, a4, Ì� если, _>�Ù� 6 _0�Ù� слабо в L�20, a4, Ì�, 
где вероятностные меры  _>�Ù� определяются формулой 

 µ@�P��С� � POX@ : СP 
для любого борелевского множества С ¥ L�20, T4, H�. 

Определение 0.19. (см. [14],[37]). ПустьE � банахово пространство и  B�E ) � �алгебра его борелевских подмножеств, предположим, что задано �£,F  , P� � 

вероятностное пространство и ( : 20, a4. Семейство � � O��(�P/:2�,Þ4 со 
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значениями в E, будем называть  стохастическим процессом (или случайным 

процессом), если ��(� при каждом фиксированном t : 20, a4 является случайной 

величиной (т.е., измеримым отображением из £ в E). Говорят, что множество 

функций ��. , ��, � : £, образуют траектории стохастического процесса ��(�. 
Если функции непрерывные п. н., то говорят, что процесс � имеет   непрерывные 

траектории. 
 

Определение 0.20. (см. [14], [37]). Стохастический процесс  X�t� называется 

стохастически непрерывным в (� : 20, a4, если, для всех  εd 0  и   δ d 0  

существует ρ d 0 такое,  что P�!��t� � ��t��! x ε� $ δ, для всех t : 2t� � â, t� � â4 ã 20, T4. 
 

Определение  0.21. (см.[14] [32], [37]).  Если  стохастический процесс  X�t�-

стохастически непрерывен в каждой точке [0, T], то говорят, что X�t� 

непрерывен  на 20, a4. 
Определение 0.22. (см. [14], [37])). Стохастический процесс X(t), заданный на 

стохастическом базисе �£,F  ,F/ , P�, называется неупреждающим, если при 

любом t : 20, a4 случайная величина X�t� измерима по −σ алгебре F�. 
Определение 0.23. (см. [37]). Пусть Ñ � ä 5 ä положительно определенная 

матрица, и  [  вектор из `Ê. Функция 

MX,Ò��� � 1
��2å�Ê|Q|�S � ;<S�±æçS�É<X�,�É<X�´ 

 является плотностью вероятностной меры на `Ê, и называется 

невырожденным  гауссовым распределением, обозначаемым  N�[, Ñ�. Его 

характеристический функционал имеет вид 
 

Nè�[, Q��é� � ;Y±Ï,X´;<S�±æÏ,Ï´  , é : `Ê 
 

т.е. Î ;Y±Ï,É´MX,Ò����� � Nè�[, Q��é�.êë  
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Можно показать (см.[37]), что для произвольного конечномерного 

невырожденного оператора Q на H и [ : H существует единственная гауссовская 

мера, обозначаемая N�[, Q� с характеристическим функционалом 

Nè�[, Q��é� � ;Y±Ï,X´;çS� ±æÏ,Ï´, é : Ì. 

Пусть 8 w�Ω,F  , P;  E� множество всех классов эквивалентности E �значных 

случайных величин (по отношению к отношению эквивалентности X~í î  X � í 

п.н.). Тогда 8 w�Ω,F  , P;  E�–пространство  с нормой 

!�!w � �E!�!w �S�   , 1 $ � g �∞, 

если Ω � 20, T4 , F � B�20, T4� и P �мера Лебега на 20, T4, то обозначим 8 w�0, T;  E�, 1 $ � g �∞ ( см. [37]). 

Пусть X�t� измеримый E �значный процесс на вероятностном пространстве �Ω,F  , P�. Будет удобно рассматривать X�t� как отображение из Ω в банахово 

пространство функций (эквивалентных классов функций) таких как L � L�20, T4,E� 
или 8 w � Lw8��0, T;  E�, 1 $ � g �∞ ассоциирующее каждому ω : Ω траекторию X�. , ω� ( см. [48]). 

Определение 0.24. (см. [11], [37]). Пусть ð, Ì вещественные сепарабельные 

гильбертовы пространства. Стохастический  процесс ñ/ , ( x 0, со значениями в  ð называется Ñ � винеровским процессом, если он обладает следующими 

свойствами: 

1)  процесс ñ� � 0 , 

2)  процесс ñ имеет непрерывные траектории, п.н. 

3) процесс ñ имеет независимые приращения, 

4)  распределение L�ñ/ � ñÆ� � N�0, �( � ��Ñ� ,   ( x � x 0, 
где L�ñ/ � ñÆ� является распределением, N�0, �( � ��Ñ� является 

невырожденным распределением Гаусса, с оператором  ковариации  �( � ��Ñ. 
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Определение 0.25. (см.[11], [37]). Если стохастический процесс ñ/ , ( : 20, a4 
удовлетворяет условиям 1) - 4)  в определении 0.24. То говорят что, ñ является  Ñ �винеровским процессом на отрезке 20, a4. 
Определение 0.26. (см.[12], [37]). Пусть ñ/ , ( : 20, a4 винеровский процесс  в 

(£,F  , P� с нормальной фильтрацией OF/P/ò� в F. Предположим, что 

1)  ñ/ � F/ � измеримый, 

2) ñ/�ó � ñ/- не зависит от F/  , для всех (, ó x ¡. 
Если Ñ �винеровскии процесс, ñудовлетворяет условиям 1) - 2).  То говорят 

что, ñ  является Ñ �винеровским процессом относительно фильтрации OF/P/ò�. 
Определение 0.27. (см.[37]). Пусть PÁ �  � � алгебра, порождаемая 

множествами вида  �s,t45FFFF, 0$sgtg∞,  F F F F :F�иO0P5FFFF,F F F F :F�. 
Эта � � алгебра называется � �алгеброй и её элементы, называются 

предсказуемыми множествами. Сужение  � � алгебры PÁ   на  20, a4 5 £. 

Обозначается через PÞ. 

Произвольное измеримое отображение из �20, T4 5 Ω ,P�� в �E;B�E�� называется 

предсказуемым процессом. 

Предсказуемый процесс обязательно адаптирован. 

Определение 0.28. (см.[37]) Процесс õ �адаптированый с ñ/ случайный 

процесс,( : 20, a4 положим  

!Φ!� �  °E �!Φ���!8�#�
�

��À
S� �  °E � a� BΦ���ÑS�C BΦ���ÑS�C��

�
��À

S�. 
Обозначим через *�÷, ø� �класс функций, ³: 20, ∞� 5 Ω 6 E таких что (см.[39]): 
 

(1) �(, ω� 6 ³�(, ω� является B5F—измеримым. 

(2) функция ³�(, ω� является F� �  адаптированной 
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(3) Ø ùÎ !³�(, ω�!#úû dtü g ∞. 
Для ³, удовлетворяющих (1) - (3) по обычной схеме (см., например [25], [42]) 

определям интеграл Ито Î ³ýû �ñ/. 
Нам потребуются следующие свойства интеграла Ито 
 

Теорема 0.2. (см. Теорема 2.3 из[42]).  Пусть  ³, M : *�÷, ø�, и пусть  0 $ ÷ gø. Тогда 

(1)Î ³ýû �ñ/ � Î ³þû �ñ/ � Î ³ýþ �ñ/ п.н.  

          (2) Î �  ³ � M�ýû �ñ/ �   · Î ³ýû �ñ/ � Î Mýû �ñ/ , где   постоянная для  п.в. � 

(3) Ø ùÎ ³ýû �ñ/ü � 0, 
(4) Î ³#ýû �ñ/  является Fý �измеримой. 

(5) Ø ��Î ³ýû �(, ���ñ/�#� � Ø ùÎ !³�(, ��!#ýû �(ü,                                 (0.21) 

Последнее свойство называют изометрией Ито. 

Определение 0.29. (см. [37]). Любое семейство S�t�, ( : 20, ∞� �  ограниченных 

линейных операторов в банаховом пространстве E,  удовлетворяющих 

следующим условиям  

1) S�0� � I, 
2) S�t�s�� S�t� S�s�,    для всех     t, s :20, ∞�, 

называется  полугруппой.  

Определение 0.30. (см.[37]). Если полугруппа S�t� удовлетворяет условию 

S�t� � � непрерывна на 20, ∞�, для всех  � : E , то говорят, что S�t� �С� �полугруппа линейных операторов (сильно непрерывная полугруппа). 

Определение 0.31. (см. [37], [52], [59]). Полугруппа S�t�  в банаховом 

пространстве E называется непрерывной по норме (или равномерно 

непрерывной) , если отображение 
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`��t �S�t�: 8 �E � 
является непрерывным относительно равномерной операторной топологии в 8 �E�. 

Определение 0.32. (см. [37]). Пусть S�t� � С� �полугруппа, тогда линейный 

оператор A, определяемый следующими соотношениями 

D�A�� 	� : E  :
 lim�6��
S�t�� � �t �, 

,� �  lim�6��
S�t�� � �t  

для всех  � : D�A�, называют производящим оператором полугруппы  S�t�.   

Свойства производящего оператора приведены в следующих двух теоремах. 

Теорема 0.3. (см. [37]). Пусть  A� производящий оператор С� �полугруппы 

S�t� в E. Тогда   A�  замкнут и его область D�A�  плотна в E . Более того,  если � : D�A�, то 

S�t��: LW�20, �∞�;E�ãL�20, �∞�,D�A�� 

и d dt S�t�� � ,S�t�� � S�t� A�, t x 
. 
Теорема 0.4. (см. [37]). Пусть A:��,� �  E 6 E линейный замкнутый 

оператор в E. Тогда следующие утверждения эквивалентны 

(i) A� производящий С� �полугруппу S�t� такой что !��(�! $ �;�/ ,  для всех t x 0 и  � d 0, 

(ii) ��,� плотно в E, резольвентное множество â�,� содержит отрезок  ��, �∞� и выполняется следующая оценка 

��p�é, ,�� $ ��é � ��p , Å � 1,2, …, 
где ��ä, ,� резольвента  оператора в  ,, а, â�,� � Oé : �: 
 �é� � ,�<W : 8�E�P. 
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В дальнейшем полугруппу,  построенную по её производящему оператору ,, 

будем обозначать ;�/. 
Определение 0. 33. (см. [49]).  Говорят  что, линейный оператор  A:��,� � E 6 E является секторальным, если существуют постоянные � : `, � :�0, å�, � d 0, такие что 

i) â�,� � ��,� � Oé : � � O�P: |arg�é � ��| g �P, 
ii)  !�;�é, ,�! $ �W�|Ï|  для всех é : ��,�. 

Пусть A– секторальный оператор, тогда в силу теоремы 0.4. определено  

семейство операторов O;�� , t x 0P образующее полугруппу, т.е.,  

;������ �  ;��;��   , (, � x 0, ;�� � I, 
отображение  �0, �∞� � 8�E�, t � e�� в том случае является аналитическим (см. 

[49]). 

Предложение  0.1. (см. [49]). Пусть  A–секториальный оператор. Тогда  

;�� � 12åZ � ;Ï� ��é, ,�dλ  ,   t d ¡��, 
 

где, � : B!#  , ��C и "#,� �представляет собой следующей ориентированый против 

часовой стрелки, путь в  � 
                "#,� � "#,�� ¤ "#,�< ¤ "#,��  , "#,�$ � %& : � Ö & � � � �;$²', � x  c(, "#,�� � %& : � Ö & � � � c;²), |η|  $ 0 ( . 
Определение 0. 34. (см. [37]). Пусть  A � производящий оператор С� � 

полугруппы ;./, Φ � 8# � значный предсказуемый процесс, ( :  20,T4. Здесь  ñ+ �  

стандартный винеровский процесс со значениями в ð. Процесс ��(�, 

определяемый следующим интегралом Ито 
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X�t� � � e.��<,�Φ�σ�dW,,�
�

 

называется стохастической сверткой. 

Определение 0.35. (см. [44]). На протяжении этой работы, обозначим через ��.�F, 20,T4;H�  пространство непрерывных  F/ �адаптированых H-значных 

процессов �  таких, что 

!�!H/0�F, 20,T4;H�. � E \ sup�1�1�!�!H.] g  �∞. 

Пусть Φ: 20, T4 6 H или Φ: 20, T4 6 8�~,H�, и Φ �адаптированый с W/ 
случайный процесс и E Î !Φ���!#d� g ∞Þ� , тогда при � x 2, выполняется 

неравенство конволюции  (см.[37]), 

E 2sup�1� 3� e.��<,�Φ���dW+
Æ

�
3w4 $  cwsup�1� E53� Φ���dW+

Æ
�

3w6 

                                                     $  CwE5�!Φ���!#/
�

d�6
��                                     �0.22� 

где cw � B ww<WCw
 и Cw � Bw#  �� � 1�C�� B ww<WC��� , а Е �У� обозначает математическое 

ожидание случайной величины   У. 

Теорема 0.5. (см. Теорема 1.1 из[59]). Пусть существует  � d 0,  такое, что 

для всех  é : �, �;�é� x 0, оператор é� � ,  является обратимым и 

!é� � ,!<W $ �1 � |é|. 
Пусть � d 2, é : ù0, W# � WwC. 
Пусть 9: 20, a4 5 Ω 6 8�ð, Ì� � F/ �адаптированый измеримый 

стохастический процесс такой, что  
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E �!9���!Òw
�

�
�� g  ∞. 

Тогда  

E5 sup�1:,�1�3Î e���<�� 9���dWÆ �  Î e��:<Æ� 9���dW����� |( � :|Ï 3w6 $ C�λ�E �!9���!Ñ�
T

0 ��. 
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Глава  1 

Теорема существования,  единственности и   

продолжимости решений начальной задачи для 

дифференциальных уравнений в бесконечномерном  

пространстве со случайным  воздействем и  

отклоняющимся аргументом 

 

В настоящей главе приведены теоремы о непрерывной зависимости от 

параметра и интегральное неравенство для интегрального оператора с 

запаздыванием. Основными являются теоремы существования и единственности 

решения у начальной задачи для стохастического дифференциального уравнения 

с запаздыванием в бесконечномерном гильбертовом пространстве. 

 

1.1. Теоремы о непрерывной зависимости от параметра и 

интегральное неравенство для интегрального оператора с 

запаздыванием 
 

В этом параграфе будут установлены теоремы о непрерывной зависимости от 

параметра и начальных данных следующего интегрального уравнения  с 

запаздыванием 

Z�t� � Z� � � L�s, SRS,…,RUZ�s�, _� �s,                                                         �1.1� �
�
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где L: 20, T4 5 D 5 20,14 6 `W �непрерывная функция, D �некоторая область 

пространства `X, непрерывные функции hW, … , hX, действуют из 20, T4  в 20, T4 и 

удовлетворяют неравенствам hY�t� $ t, для всех Z � 1, … , [, а оператор SRS,…,RU: L�20 , T4, `W� 6 L�20 , T4, `X� заданпо следующему правилу 

SRS,…,RUZ�s� � �Z�hW�s��, … , Z�hX�s���. 
Теорема 1.1. Пусть  при  _ � 0 все решения уравнения (1.1) продолжимы на 

20 , a4, и уравнение (1.1) имеет единственное непрерывное решение b�, 
определенное на отрезке 20 , a4. 

Тогда для любого c d 0 существует e d 0 такое, что при _ : �0, e� все 

непрерывные решения bf уравнения (1.1) определены на отрезке 20 , a4 и 

удовлетворяют  неравенству !Zf � Z�!L�20 ,T4,`S� g c. 
Доказательство. Допустим противное. Тогда существует c� d 0 для 

последовательность _Ê 6 0,  ZÊ , tÊ такие, что ZÊ : L�20 , T4, `W�, !ZÊ�t� � Z��t�! g c� при t : �0 , tÊ�, а !ZÊ�tÊ� � Z��tÊ�! � c�, 
и ZÊ удовлетворяет уравнению (1.1) на отрезке 20 , tä4. Заметим, что 

последовательность OtÊP не может стремиться к нулю. В противном случае 

выполнелось бы неравенство c� � !ZÊ�tÊ� � Z��tÊ�! $
$ � �;L�s, SRS,…,RUZÊ�s�, _Ê�;� ;L�s, SRS,…,RUZ��s�, 0�;��s.�ë

�
 

Но стоящее справа под знаком интеграла выражение ограничено в силу 

непрерывности функции L, ограниченности ZÊ на отрезке [0 ,tÊ] и неравенств hY�s� $ s, для всех Z � 1, … , [. Поэтому, если tÊ 6 0, то стоящее справа 

выражение тоже стремится к нулю и мы получаем противоречие 0 g c� $ 0. Без 

ограничения общности можно считать, что tÊ 6 D : �0, T4. Тогда существует 
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d : �0, D� такое, что на отрезке 20, D � d4 все решения ZÊ удовлетворяют  

неравенствам 
 !ZÊ�t� � Z��t�! g c� и   !ZÊ�D � d� � Z��D � d�!  x <=# .                         (1.2) 

Но тогда функции ZÊ образуют в пространстве L�20 , D � d4, `1� компактную 

последовательность, удовлетворяющую   равенству 

  ZÊ�t� � Z� � � L�s, SRS,…,RUZÊ�s�, _Ê� �s,   t : 20, D � d4.�
�

                     �1.3� 
Без ограничения общности можно считать, что ZÊ 6 Z¢ в пространстве L�20 , D �d,`1. Переходя к пределу при ä6∞ в равенстве (1.3), получим, что Z является 

решением уравнения (1.1) при _ � 0 на отрезке 20, D � d4. Это решение может 

быть продолжено на отрезок 20, T4. Мы сохраним за этим  продолжением  

обозначение Z¢. В силу неравенствы (1.2) Z¢ E Z�, в чем противоречие. > 

В случае, когда начальное условие Z� также  непрерывно  зависит  от 

некоторого параметра ν, из банахова пространства, производя замену переменных Z�t� � Z��ν� � Z?�t�, мы получим следующий результат, используемый в 

дальнейщем. Как и выше предполагается, что L: 20, T4 5 D 6 `W непрерывна. 

Теорема 1.2. Пусть интегральное уравнение 

Z�t� � Z��ν� � � L Bs, SRS,…,RUZ�s�C �s,�
�

                                                    �1.4� 

При ν � ν� имеет единственное непрерывное решение b�, на отрезке 20 , a4, на 

который продолжимы все решения уравнения (1.4), при i � i�.  

Тогда для любого  c d 0  существует e d 0 такое, что при i : j�i�, e� все 

решения bkуравнения (1.4)  продолжимы на отрезок 20 , a4 и справедлива оценка !Zl � Z�!L�20 ,T4,`S� g c. 
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Перейдем  теперь к теореме об интегральном неравенстве. Пусть, как и выше 

функция L непрерывна. Предположим дополнительно, что L монотона по  

второму аргументу, т.е. L�t, �� $ L�t, "�, 
если � @ "по конус у неотрицательных координат в пространстве`X. 
Теорема 1.3. Пусть непрерывная функция " : L�20 , a4, `1� удовлетворяет 

неравенству 

y�t� $ Z� � � L Bs, SRS,…,RUy�s�C �s,                                                                 �1.5� �
�

 

 

и интегральное уравнение 

  Z�t� � Z� � � L Bs, SRS,…,RUZ�s�C  �s,                                                             �1.6� �
�

 

 

имеет единственное непрерывное решение b� на отрезке 20 , a4, на который 

продолжимы все решения уравнения (1.6).  

Тогда                     "�t� $ Z��t�,        ( : 20 , T4.                                                           �1.7� 

Доказательство. Обозначим правую часть неравенства (1.5) через A�t�. Тогда A : L1�20 , T4, `W� и y�t� $ A�t� при любом t : 20 , T4. Поэтому SRS,…,RU  y�s� @  SRS,…,RUA�s�, 
и в силу монотонности L по второму аргументу, имеет место следующее 

дифференциальное  неравенство A� �t� $ L Bt, SRS,…,RUA�t�C.                                                                            �1.8�  
Заметим, что Z� является решением дифференциального уравнения B� �t� � L Bt, SRS,…,RUB�t�C,                                                                         �1.9� 
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и как A так и  Z� удовлетворяют начальному  условию B�0� � Z�.                                                                                                         �1.10� 

Если бы неравенство (1.8) было строгим, то в силу монотонности функции  L и 

неравенств hY�t� $ t , для всех Z � 1, … , [, мы получили  бы  A�t� $ B�t�, 
где B �решение задачи (1.9), (1.10), так как в любой точке τ, где A� �τ� $ B�τ� 

выполнено неравенство A� �τ� �B� �τ� g 0 и, следовательно функция A�t� �B�t� убывает в окрестности τ, т.е. B�t� никогда не может достичь A�t�. 
Рассмотрим теперь BÊ, которые являются решениями интегральных 

уравнений 

BÊ�t� � Z� � � \L Bs, SRS,…,RUBÊ�s�C � 1ä]  �s,   �
�

 

а, следовательно, и решениями дифференциальных уравнений 

B� �t� � L Bt, SRS,…,RUB�t�C � 1ä , 
с начальным условием (1.10). Заметим, что тогда 

A� �t� g L Bt, SRS,…,RUA�t�C � 1ä , 
и поэтому, как показано выше A�t� $ BÊ�t�, t : 20 , T4. 

 

В силу теоремы 1.1 BÊ сходится равномерно к Z� на отрезке 20 , T4, что и 

доказывает неравенство (1.7). 
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1.2. Меры некомпактности и уплотняющие операторы, 

возникающие в теории стохастических дифференциальных 

уравнений  с отклоняющимся аргументом 

 

В этом параграфе приведены понятия меры некомпактности и уплотняющего 

оператора, возникающие в теории стохастических дифференциальных уравнений 

с отклоняющимся аргументом, которые будут использованы в дальнейщем. 

Рассмотрим начальную задачу для стохастического дифференциального 

уравнения следующего вида 

dX � \,X�t� � a Bt, SRS,…,RUX�t�C] �t � b Bt, SRS,…,RUX�t�C �W�,                 (1.11) 

с начальным условием X�0� � 9,                                                                                                        (1.12) 

где , � производящий оператор сильно непрерывной полугруппы e./ 
действующий в гильбертовом пространстве H, операторы a и b определены на `W5HX и действуют соответственно в H и в 8�U, H� (см., например, [37]), hW, … , hX � отклонения аргумента, удовлетворяющие  неравенствам 0 $ hY�t� $ t 
для всех Z � 1, … , [  и t : 20, ∞�. Оператор SRS,…,RU сопоставляет функции X со 

значениями в H функцию SRS,…,RUX со значениями в HX по следующему правилу 

SRS,…,RUX�t� � �X�hW�t��, … , X�hX�t���. Процесс W� � стандартный винеровский 

процесс со значениями в U. 

Под  решением уравнения (1.11) на отрезке [0,T], с начальным условием (1.12), 

будем понимать стохастический процесс � : N{w�F,  20,T4; H� (см., определение 

0.35), удовлетворяющий интегральному уравнению 
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X�t� � ;.��<��9 � � ;.��<��a Bs, SRS,…,RUX�s�C �s � �
�

� � ;.��<��b Bs, SRS,…,RUX�s�C �W�
�

�
 .                                        �1.13� 

Ниже мы будем предполагать, что выполнены следующие  оценки 

i�    !a�t, �W, … , �p�! $ C r1 � s|�Y|p
YuW v,                                                                        

!b�t, �W, … , �p�! $ C r1 � s|�Y|p
YuW v,                                                                  

 

      ii�!a�t, �W, … , �p� � a�t, "W, … , "p�!w $ L�t, ∑ !�Y � "Y!wpYuW �,                                  
 

!b�t, �W, … , �p� � b�t, "W, … , "p�!w $ L rt, s!�Y � "Y!wp
YuW v,                       

где функция L невозрастающая и выпуклая по второму аргументу функция такая, 

что 

iii) для любой константы C x 0 интегральное неравенство  

Z�t� $ C � L Bs, SRS,…,RUZ�s�C �s                        �
�

 

имеет единственное решение Z�t� y 0. 
Все доказательства ниже проводятся для случая � � 2. Для перехода к 

произвольному  � x 2 следует просто воспользоваться неравенствами (0.22). 
 

Лемма 1.1. Пусть  выполняется условие   i), тогда оператор 

GX�t� � ;.�9 � � ;.��<��a Bs, SRS,…,RUX�s�C �s ��
�

� � ;.��<��b Bs, SRS,…,RUX�s�C �W�
�

�
 

действует в пространстве N{w�F, 20,t4;H�. 
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Доказательство. Пусть � : N{w�F, 20,T4;H� и t : 20, T4, тогда 

E sup�1�1D|�GX�s��|# $ C5� E;.��<��a Bs, SRS,…,RUX�s�CE# �sF
�

6� 

� sup�1�1D5G� ; .��<�� b \s, BSRS,…,RUX�s�C] �W�
�

�
G6#

$ 

$ C � Ea Bs, SRS,…,RUX�s�CE# �s �F
�

� E b Bs, SRS,…,RUX�s�CE# �sF
�

$ 

$ C H� B;SRS,…,RUX�s�;# � 1C �s �F
�

� B;SRS,…,RUX�s�;# � 1C �sF
�

I $ 

     $ C H1 � � s!X!H/�2p
YuW �s �F

�
� s!X!H/�2p

YuW �sF
�

I .                                              �1.14� 
 

Таким образом 

!GX!Nc�# $ C51 � s!X!Nc�#Å
Z�1 6 .> 

Рассмотрим теперь в пространстве N{w�F, 20,T4;H� меру некомпактности, 

задаваемую  формулой 2}� ~�4�t� � χ��~��,                                                                                           �1.15� 

где  χ� мера некомпактности Хаусдорфа в пространстве N{w�F,  20,t4;H�,  а  

~� � �X� ]t,0[ : X : ~� � N{w�F, 20,t4;H�, 

здесь ~ � ограниченное  множество из  N{w�F, 20,T4;H�. 

Лемма 1.2. Пусть выполняются условия i), ii), iii). Тогда  оператор G 

уплотняет относительно  меры некомпактности, задаваемой  формулой  (1.15). 
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Доказательство. Заметим, что }� ~� : M20, T4, где M20, T4 � линейное 

частично упорядоченное пространство всех скалярных функций, состоящее из 

всех неубывающих функций, и определяет  меру некомпактности на N{w�F, 20,T4;H�. 

Покажем, что функция t � 2}� ~�4�t� является неубывающей и ограниченной. 

Действительно, если tW $ t#, то можно указать χ���~��� � c �сеть  множества ~��, 

центрами которой являются функции yW, … , yX. Но тогда yW ,]t,0[ 1
… , yX ]t,0[ 1

 

образуют χ���~��� � c �сеть множества ~�S, и  следовательно, χ�S�~�S� $
χ���~��� � c. Очевидно, χ��~�� $ supÉ:~!XT!H/� $ M, т.е. } � ~� ограничена. Поэтому 

для любого c d 0  эта функция может иметь лишь конечное число скачков 

величины большей или равной c,  обозначим точки этих скачков через tW, … , tÊ. 

Выберем eW d 0, такой,  что Z E K L �tY � eW, tY � eW�  ã �tÃ � eW, tÃ � eW� � M, 

выбросим из отрезка 20, T4 точки, соответствующие этим скачкам вместе с 

непересекающими 20, T4 их eW �окрестностями. С помощью точек βÃ , K � 1, … , [ 

разделим оставшуюся часть отрезка, на участки на которых колебания 

��}� ~�, OβÃ ,βÃ�WP� g c. 

Напомним, 

      ��}� ~�, OβÃ ,βÃ�WP� � sup�:OQR,QR�SP  }� ~��t� � inf�:OQR,QR�SP  }� ~��t�. 
Выберем e# d 0, таким что K E Å L OβÃ � e#,βÃ � e#P  ã 2βp � e#,βp � e#4 � M, 

окружают точки βÃ непересекающимися e# �окрестностями, пусть функции &W, … ,&T  образуют χQR�~Ã� � c � сеть множества ~QR. Построим семейство 

U � V&p |OQRçS�W�,QR<W�P: Å � 1, … , [X путем взятия всех непрерывных процессов 

&p, которые совпадают с произвольным элементом O�}� ~�� � cP�сети 
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множества ~QR из отрезка YÃ � OβÃ<W � e#,βÃ � e#P, K � 1, … , [, и линейны на 

дополняющих сегментах.  

Пусть Z : �G~��t� , тогда Z : �G&��t� для некоторого & : ~ и, 

O�}� ~���βÃ� � cPw x �& � &wQR�H/�
w

, 

 где некоторый элемент &wQR : O�}� ~��βÃ � cP�сети множества ~QR. Заметим 

&wQR |YR � &p |YR, где &p :  Up, что для � : YÃ: 

E|&�s� � &p�s�|w $ E supQRçS�W� 1 Æ 1 QR<W�|&�s� � &p�s�|w  $ 

$ �& � &QR�H/�
w   $  O�}� ~���βÃ� � cPw  $ 

$ O�}� ~����� � 2cPw. 
 

Поэтому при YÃ� � YÃ ã O0, h¢�t�P,  где h¢�t� � sup� 1 Æ 1�OhW���, … , hX���P. Тогда 

E sup� 1 Æ 1�|�G&��s� � �G&p��s�|# $ 

$ C sup F:2�,�4E °G� ;.��<�� \a Bs, SRS,…,RU&�s�C � a Bs, SRS,…,RU&p�s�C]  �sF
�

G# ¨ �  
¨� G� ;.��<�� \b Bs, SRS,…,RU&�s�C � b Bs, SRS,…,RU&p�s�C]  �sF

�
G#À. 

В силу монотонности и выпуклости  функций L по второму аргументу и 

ограниченности полугруппы на конечном отрезке неравенство можно продолжить 

следующим образом 
 E sup� 1 Æ 1�|�G&��s� � �G &p��s�|# $

$ C sup�:2�,�4E � L Bs, ;SRS,…,RU&�s� � SRS,…,RU&p�s�;#C �s�
�

. 
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Таким образом 

O�}�~���Pw $ c � C � L Bs, SRS,…,RU� }� ~��#�s� � 2cC   �s,�
�

 

 

в силу условия  iii), }� ~��t� y 0,  т. е. ~ относительно компактно.> 

 

 

1.3. Теорема существования 
 

 

Приведем доказательство теоремы о существовании решения в начальной 

задаче для стохастического дифференциального уравнения с запаздыванием в 

бесконечномерном гильбертовом пространстве. 

В пространстве N{w�F, 20,T4;H� рассмотрим норму задаваемую равенством  
 

!X!Nc�� � \E sup 0$s$T;����!X�s�!Hw ]1�, 
 

где Ξ � некоторый положительный параметр, который, будет выбран ниже, 

таквведеная  норма, очевидно, эквивалентна первоначальной, так как  
 ;<Ξ�!X!H/� $ !X!H/�Ξ  $  !X!H/� . 

Обозначим через �Ξ�0, �� шар, радиуса � с центром в нуле в пространстве N{w, 

снабженном нормой !·!H/�Ξ . 

Лемма 1.3. Пусть выполняются условия i) (см. праграф 1.1). Тогда 

существуют Ξ и � такие, что оператор G переводит шар �Ξ�0, �� в  себя. 

Доказательство. В силу условия  i ) 

;<Ξw�!GX�t�!¬�  $ ;<Ξw� 5C � C ��SRS,…,RUX�s��¬w  �s�
�

6 $ 
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                    $ ;���t 5C � C � sup 0$τ$s!X�τ�!H�  �[t
0 6 $ 

$ ;<Ξw� 5C � C � ;Ξw� sup �1D1�;<ΞwD!X�τ�!¬w  �[�
�

6 $      

$ ;<Ξw� 5C � C � ;ΞwD�[ \ sup �1�1�;<Ξw�!X�τ�!¬w ]�
�

6 $ 

$ C � CΞ� sup �1�1�;<Ξw�!X�s�!¬w   . 
Отсюда следует неравенство 

E sup �1/1�;<Ξw�!GX�t�!w $ C � CΞ� E sup �1�1�;<Ξw�!X�s�!¬w . 
 

Таким образом 

B!GX!Nc�� Cw $ C � CΞ� B!X!Nc�� Cw. 
Выбрав теперь Ξ так, чтобы было выполнено неравенство 

\Ξw g 1, мы можем 

подобрать � такое, что 

C � CΞ� �w g �w. 
Таким образом G�Ξ�0, �� ¥ �Ξ�0, ��. > 
 

Теорема 1.4. Пусть выполняются условия i) , ii) , iii) (см. праграф 1.1). Тогда  

уравнение (1.11) с начальным условием (1.12) имеет решение на отрезке 20, T4. 
Доказательство. Приведем для случая � � 2. Для других � : �1, ∞� 

доказательство проводятся аналогично,  с заменой соответствующих констант C# 

на Cw  из неравенств  (0.22). Разрешимость задачи (1.13) в N{w�F, 20,T4;H� следует 

из теоремы 0.1 Действительно, нетрудно убедиться, что мера некомпактности } 
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имеет все необходимые свойства и оператор G уплотняет см. лемму 1.2. В 

качестве C достаточно в силу леммы 1.3 взять �Ξ�0, ��. 
 

 

 

1.4. Теорема единственности 
 

 

 

В этом разделе доказывается теорема о единственности решений начальной 

задачи для стохастического дифференциального уравнения с запаздыванием в 

бесконечномерном гильбертовом пространстве. 

Теорема 1.5. Пусть  выполняются условия i), ii), iii). Тогда  уравнение (1.11) с 

начальным условием (1.12) имеет на отрезке20, T4 единственное решение. 
 

Доказательство. Действительно если X   и  Y два решения уравнения (1.11) с 

начальным условием (1.12). Тогда, обозначая через Z их разность, инеем 

Z�t� � � ;,�t�s� \a Bs, Sh1,…,h[X�s�C � a Bs, Sh1,…,h[Y�s�C] �st

0
�  

� � ;.��<�� \b Bs, SRS,…,RUX�s�C � b Bs, SRS,…,RUY�s�C] �W�.�
�

 

Применяет оценки ii)  и неравенство (0.22), получим 

E  sup �1Æ1�|Z�s�|w $ C � L�s, E;SRS,…,RU|Z|w�s�;�  �s�
�

$ 

$ C � L \s, E  sup �1F1�;SRS,…,RU|Z�[�|w;]   ��,�
�

 

в силу iii) E sup �1Æ1�|Z�s�|w  y 0 , t : 20, T4 , т.е.  X �  Y. > 
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Глава 2 

О зависимости от параметра решении стохастических 

дифференциальных уравнений с отклоняющимся 

аргументом 
 

В настоящей  главе осуществляется  исследование зависимости от параметра  

решений начальной задачи для  дифференциального уравнения с запаздыванием и 

случайными  воздействиями. 
 

2.1 О непрерывности  по параметру в сильном смысле 
 

Рассмотрим стохастическоедифференциальноеуравнение 
 dX> � \,X>��� � a> Bs, SRS,…,RUX>�s�C] �s � b> Bs, SRS,…,RUX>�s�C �W� ,   (2.1) 

 

с начальным условием X�0� � 9,                                                                                                          (2.2) 
 

где W� � �F�� �адаптированный процесс Винера вгильбертовом  пространствеUс 

оператором ковариации Q. Здесь , �как и выше производящий оператор сильно 

непрерывной полугруппы e./ действующей в гильбертовом  пространстве H.Операторы a> и b> зависят опараметра D : 20,14. Пусть a>: `W5HX 6H , b>: `W5HX 6 8�U, H�, отклонения аргумента hW, … , hX, удовлетворяют как и 

выше неравенствам 0 $ hY�t� $ t для всех Z � 1, … , [  и t : 20, T4. 
Ниже мы будем предполагать, что для некоторого � x 2 выполнены 

следующие  оценки i>�       !a@�s, ��!w $ C�1 � !�!w�, 
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!b@�s, ��!w $ C�1 � !�!w�,                                                               
и ii>�!a@�s, �� � a@�s, "�!w $  L�!� � "!w�,     

 !b@�s, �� � b@�s, "�!w $  L�!� � "!w� ,                                               
 

где функция L невозрастающая и выпуклая функция такая, что iii>� для любой константы C x 0 интегральное неравенство  

Z�t� $ C � L BSRS,…,RUZ�s�C  �s                        �
�

 

имеет единственное нулевое решение. 

iv)  Начальная функция9 : 8 w�Ω; H�. 

В силу результатов первойглавы, см. теоремы 1.4 и начальная задача (2.1) (2.2) 

при каждом α имеет единственное решение X> : N{w�F,  20,T4;H�, определенное  на 

отрезке 20, T4 и удовлетворяющей  интегральному уравнению 

X>�t� � ;.�9 � � ;.��<��a> Bs, SRS,…,RUX�s�C �s ��
�

� � ;.��<��b> Bs, SRS,…,RUX�s�C �W� .�
�

 

v)  Предположим, что существует∆�d 0  токое, что для всех� : HX  и tW, t# :20, T4 таких, что0 $ tW $ t# $ tW � ∆�  , полугруппа e./ непрерывна по норме 

операторов при   t d 0 кроме таго пусть выполнены соотношения: 

Lim >6�� �2a@�s, �� � a��s, ��4  �s � 0��

�S
                                                                 �2.3� 

Lim >6�� ��trO2b@�s, �� � b��s, ��4 Q2b@�s, �� � b��s, ��4�P���   �s � 0��

�S
       �2.4� 
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для  всех tW, t# : 20, T4.  
Ниже в доказательствах все константы обозначаются одной буквой  C. 

Теорема 2.1. Пусть  выполняются условия  Z>� – v). Тогда }�OX>: D : 20,14P� �0, т.е. решения OX>P образуют  компактное  множество в  пространстве N{w�F,  20,T4;H�. 

Доказательство. Заметим, что }OX>P : M20, T4, где M20, T4 � линейное 

частично упорядоченное пространство всех скалярных функций, состоящее из 

всех неубывающих функций, и определяет  меру некомпактности на N{w�F, 20,T4;H�. 

Функция t � 2}OX>P4�t� является неубывающей и ограниченной (см., лемма 

1.2). Поэтому для любого c d 0 эта функция может иметь лишь конечное число 

скачков величины большей или равной  c, обозначим точки этих скачков через tW, … , tÊ. 

Выберем eW d 0, такой,  что Z E K L 2tY � eW, tY � eW4  ã OtÃ � eW, tÃ � eWP � M, 

выбросим из отрезка 20, T4 точки, соответствующие этим скачкам вместе с 

непересекающими 20, T4 их eW �окрестностями. С помощью точек βÃ , K � 1, … , ı 
разделим оставшуюся часть отрезка, на участки на которых колебания 

��}OX>P, OβÃ ,βÃ�WP� g c. 

Напомним, 

           ��}OX>P, OβÃ ,βÃ�WP� � sup�:OQR,QR�SP2}OX>P4�t� � inf�:OQR,QR�SP2}OX>P4�t�. 
Выберем e# d 0, таким что K E ℓ L �βÃ � e#,βÃ � e#�  ã �βℓ � e#,βℓ � e#� � M, 

окружают точки βÃ непересекающимися e# �окрестностями, пусть функции &W, … ,&T образуют χQR�OX>PÃ� � c � сеть множества OX>PQR. Построим семейство 

U` � V&` |QR<W�,QR�W�: ` � 1, … ,TX путем взятия всех непрерывных процессов &`, 
которые совпадают с произвольным элементом 2�}OX>P� � c4 �сети множества 
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OX>PQR из отрезка YÃ � OβÃ � e#,βÃ � e#P, K � 1, … , ı , и линейны на дополняющих 

сегментах. 

Пусть Z : �GOX>P��t�, тогда Z : �G&��t�, для некоторого & : OX>P и, 

O�}OX>P��βÃ� � cPw x �& � &wQR�H/�
w

, 

где некоторый элемент &wQR : 2�}OX>P� � c4 �сети множества OX>PQR. Затем, 

&wQR |YR � &` |YR , где &` : U, что для � : YÃ  тогда: 

E;&��� � &`���;w $   E supQRçS�W� 1 Æ 1 QR<W�;&��� � &`���;w $ 

$ �& � &QR�H/�
w   $ O�}OX>P��βÃ� � cPw  $ 

$ 2�}OX>P���� � 2c4w. 
 

Поэтому при YÃ� � YÃ ã O0, h¢�t�P, где h¢�t� � sup� 1 Æ 1�OhW���, … , hX�s�P. Тогда 

E sup� 1 Æ 1�;�G&���� � �G&`����;w $ 

$ C sup F:2�,�4E °G� ;.��<�� \a Bs, SRS,…,RU&�s�C � a Bs, SRS,…,RU&`�s�C]  �sF
�

Gw ¨ �  
¨� G� ;.��<�� \b Bs, SRS,…,RU&�s�C �  b Bs, SRS,…,RU&`�s�C]F

�
Gw �sÀ 

 

в силу монотонности и выпуклости функций L и ограниченности полугруппы на 

конечном отрезке, последнее неравенство можно продолжить следующим 

образом 
 

E sup� 1 Æ 1�;�G&���� � �G&`����;w $$ C sup�:2�,�4E � L�;SRS,…,RU&�s� � SRS,…,RU&`�s�;w�  �s�
�

 . 
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Таким образом 

O�}�OX>P���Pw $ c � C � L�SRS,…,RU� }OX>P�#�s� � 2c�  �s�
�

 

в силу условия iii>�, произвольности c и теорем 1.2 и 1.3 }OX>P�t� y 0  т.е., OX>P 
относительно компактно. > 

Теорема 2.2. Пусть  выполняются предположения i>� – v). Тогда  для любого T d 0 Lim >6�� sup�:2�,�4!X>�t� � X��t�!w � 0 

где !��(�!w � �E!��(�!w �S�   , 1 $ � g �∞.   

Доказательство.  Зафиксируем  T d 0  ,  η d 0. 

Пусть OτPYu�H  обозначает разбиение  отрезка 20,T4 такое, что для   Z � 1, … , N   и t : 2τY<W, τY4 имеем  !X��t� � X��τY<W�!w g η.                                                                                �2.5� 
 

Можем дополнительно считать, что  maxOτY � τY<W, Z � 1, … , NP $ min �η, ∆�� . 
Положим[�t� � maxOZ, τY : 20, t4P,q�t� � [F��� тогда 

X>�t� � X��t� � 
                 � � �;.��<��a> Bs, SRS,…,RUX>�s�C � ;.��<��a� Bs, SRS,…,RUX��s�C� �s ��

�
 

� � �; .��<��b> Bs, SRS,…,RUX>�s�C � ;.��<��b� Bs, SRS,…,RUX��s�C� �W� y �
�

 

y �W � �#. 
Здесь, 

�W � � ;.��<�� ùa> Bs, SRS,…,RUX>�s�C � a> Bs, SRS,…,RUX��s�Cü �s �c���
�
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� � ;.��<�� ùa> Bs, SRS,…,RUX��s�C � a� Bs, SRS,…,RUX��s�Cü �s � �
c���

 

� s �FdFdçS
;.��<�� ùa> Bs, SRS,…,RUX��s�C � a> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü �s �F���

YuW  

� s �FdFdçS
;.��<�� ùa> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C � a� Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü �s �F���

YuW  

� s �FdFdçS
;.��<�� ùa� Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C � a� Bs, SRS,…,RUX��s�Cü �s yF���

YuW  

y IW�t� � … � Ie�t�. 
 

Теперь, используя  ii>�, получаем !IW�t�!w $ 

$ C5��;.��<�� ùa> Bs, SRS,…,RUX>�s�C � a> Bs, SRS,…,RUX��s�Cü�w �s�
�

6
S� $ 

 

$ C � L��SRS,…,RUX>�s� � SRS,…,RUX��s��w� �s�
�

; 
!I#�t�!w $ C � �\a> Bs, SRS,…,RUX>�s�C � a� Bs, SRS,…,RUX��s�C]�w �s $�

c���
 

$  C � �1 � �SRS,…,RUX>�s�� � �SRS,…,RUX��s������s $ Cf.�
c���

 

В соответствии с (2.5)  можем оценитьIg�t� следующим образом !Ig�t�!w $ 
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$ s � �;.��<�� ùa> Bs, SRS,…,RUX��s�C � a> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü�w �s $Fd
FdçS

F���
YuW  

$ C s �FdFdçS
�SRS,…,RUX��s� � SRS,…,RUX��[Y<W��w�s $ Cf;H

YuW  

по аналогии  !Ie�t�!w $ Cf. 
 

 Окончательно, 

!Ih�t�!w $ C sF���
YuW i �FdFdçS

;.�Fd<�� ùa> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C¨¨ �  
¨¨�a� Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü �s�w. 

Следовательно, исходя из предположения, (2.3) и теоремы Лебега (см., [20 ] 

стр. 140) о  сходимости,  можем найти DW d 0, такое, что  !Ih�t�!w g f    для 

D : �0, DW4. Теперь нам нужно оценить  

�# � � ;.��<�� ùb> Bs, SRS,…,RUX>�s�C � b> Bs, SRS,…,RUX��s�Cü dW�  �c���
�

 

� � �;.��<�� b> Bs, SRS,…,RUX��s�C � ;.��<��b� Bs, SRS,…,RUX��s�C� dW�  �c���
�

 

� � �;.��<�� b> Bs, SRS,…,RUX��s�C � ;.��<��b� Bs, SRS,…,RUX��s�C� dW�  y�
c���

 

y  KW � K# � Kg. 
 

Используя  (0.22)и свойства функции L, легко вывести 
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!KW!w $ C5� L��SRS,…,RUX>�s� � SRS,…,RUX��s��w��s�
�

6
S�. 

Пусть k�s� � ;.��<��b> Bs, SRS,…,RUX��s�C � ;.��<��b� Bs, SRS,…,RUX��s�C,  

используя оценку i>�, легко доказать что, supO!k�s�!w , 0 $ s $ t $ TP  $ C, где 

константа C не зависит от D. Теперь в силу (0.22) имеем 

!K#!w $ C5� |tr Ok�s� Q k�s��P|���sc���
�

6
S�  $ 

$ C5s �|tr̈ �;.�/<Æ� ùø> B�, �lS,…,lU�����C¨ �̈Fd
FdçS

F���
YuW

¨ 
¨¨¨                         � b> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü Q k�s���E�� �� � 

� s �|tr̈ �;.�/<Æ� ùb> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C¨ �̈Fd
FdçS

F���
YuW  

¨¨¨ � b� Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü Q k�s���E�� �� � 

� s �|tr̈ �;.�/<Æ� ùb� Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C¨ �̈Fd
FdçS

F���
YuW  

¨¨¨¨ � b� Bs, SRS,…,RUX��s�Cü Q k�s���E�� ��mS� y 

y C�JW � J# � Jg�S�. 
Перейдем к оценке слагаемых JW , J# , Jg. 

JW $ trQ s � E�;.��<�� ùb> Bs, SRS,…,RUX��s�C¨¨¨ � Fd
FdçS

F���
YuW  
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¨¨� ¨b> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü�!k�s�!E�� �s $ 

$ trQ s � �;.��<�� ùb> Bs, SRS,…,RUX��s�C � ¨¨Fd
FdçS

F���
YuW  

¨� ¨b> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü�w !k�s�!w�s $ 

$ tr Q s ��SRS,…,RUX��s� � SRS,…,RUX��[Y<W��wFd
FdçS

�s $ Cf,F���
YuW  

по аналогии Jg $ Cf; пусть OeoPouWÁ  ортонормированный базис из E. 

Пусть pY�s� � ;.��<�� ùb> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C � b� Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü,  
оценки supOpY�s�, Z � 1, … , � , s : 2[Y<W, [Y4P  $ C могут быть легко проверены. 

Теперь 

J# � s � Etr  � pY�s�Q ù  ;.��<�� b> Bs, SRS,…,RUX��s�C �̈̈̈Fd
FdçS

F���
YuW  

¨� ¨¨;.��<��b� Bs, SRS,…,RUX��s�Cü��E�� �s  $ 

$ s � Etr  � pY�s�Q ù  ;.��<�� ùb> Bs, SRS,…,RUX��s�C¨ �̈̈̈Fd
FdçS

F���
YuW  

¨ � ¨¨¨b> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�Cü��Xq�� �s � 

� s �|trOpY�s�QpY�s��P|��
Fd

FdçS
�s �                            F���

YuW  
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� s � Etr � pY�s�Q ù  ;.��<�� ùb� Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C¨ �̈̈̈Fd
FdçS

F���
YuW  

¨¨¨¨� b� Bs, SRS,…,RUX��s�Cü��Xq�� �s y Jh � Je � Jr. 
 

Как и прежде, мы можем получить Jh � Jr $ Cf. 
 

Далее, полагая sY�s� � b> Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C � b� Bs, SRS,…,RUX��[Y<W�C 

Je $ C s �|trOsY�s� Q sY�s��P|��
Fd

FdçS
�s $F���

YuW  

$  C s�[Y � [Y<W���ç��� 5E ��trOsY�s�Q sY�s��P���
Fd

FdçS
�s6

�� $t
YuW  

$  C s5E ��trOsY�s�QsY�s��P���
Fd

FdçS
�s6

�� .t
YuW  

 

Из (2.4) для Z � 1, … , �  и почти u : Ω 

Lim >6�� ��trOsY�s��u�Q sY�s��u��P���
Fd

FdçS
�s � 0, 

следовательно, применяя теорему  Лебега (см., [17] стр. 140) о  сходимости  

получаем существование D# d 0 такого, что Je $ f для каждого D : �0, D#4. 
!Kg!w $ C5 � �;.��<�� b> Bs, SRS,…,RUX>�s�C �̈�

c���
¨ 

¨� ¨;.��<��b� Bs, SRS,…,RUX��s�C�w �sCS�   $ Cf. 
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Объединяя все выведенные оценки, имеем для  D  достаточно небольшой  

!R#!w $ C5f�� � � L��SRS,…,RUX>�s� � SRS,…,RUX��s��w��s�
�

6. 
 

Доказательство завершено, потому что мы нашли постоянную C,  для любого f d 0  существует D� d 0  такое, что D : �0, D�4. !X>�s� � X��s�!w $ 

$ C5f�� � � L��SRS,…,RUX>�s� � SRS,…,RUX��s��w��s�
�

6. 
 

Итак установлено, что  !X>�s� � X��s�!w $ 
 

$  Cf�� � C � L��SRS,…,RUX>�s� � SRS,…,RUX��s��w��s.�
�

 

Обозначим !X>�s� � X��s�!w через w>�t�, тогда  

w>�t� $ Cf�� � C � L BSRS,…,RUw>�s�C �s.�
�

 

Положим теперь 

Cf�� � C � L BSRS,…,RUw>�s�C �s � Z>�t�,�
�

 

имеем w>�t� $ Z>�t�, 
 

функция Z>�t� дифференцируема и удовлетворяет дифференциальному 

неравенству  

Z� >�t� $ L BSRS,…,RUZ>�t�C, 



56 

 

Z>�0� � Cf��. 

Поэтому Z>�t� $ Z>В�t, f�,  где  Z>В�t, f� � верхнее решение задачи 

Z� �t� � CL BSRS,…,RUZ�t�C,                                                                          (2.6) 

            Z�0� � Cf��. 
 

Но в силу теоремы о непрерывной зависимости от начальных данных для 

задачи (2.6) (см.теорему 1.3), Z>�t, f� yz�ÚÛÛÜ{{{{{{{|0 на отрезке 20, T], что и завершает 

доказательство теоремы. 

 

 

2.2 О непрерывной  зависимости от параметра в слабом смысле 
 

 

 

Целью параграфа  является доказательство слабой сходимости  при α 6 0 

решений начальной задачи стохастического эволюционного уравнения 
 �X@ � �,X@�t� � a>�t, SRS,…,R}X@�t���dt � b@�t, SRS,…,R}X@�t���W�              (2.7)   

с начальным условием X@�0� � φ,(2.8) 

где ,:Dom�,� 6 H является производящим оператором аналитической 

полугруппы  e.� в гильбертовом пространстве H. 

Остальные обозначения в уравнении (2.7) те же, что и в параграфе 2.1. 

Итак, рассмотрим начальную задачу (2.7) и (2.8), для α : 20, α�), предполагая, 

выполнеными следующие  условия: 
 

(i) ,:Dom�,� 6 H  является производящим оператор аналитической 

полугруппы  e.�  в H. 
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(ii) !a@�t, ��!¬ �  !b@�t, ��!8�­,¬� $ C�1 � |�|¬U�, для всех � : HX, t x 0  и 

α : 20, α�).  

(iii) !a@�t, �� � a@�t, "�!¬# � !b@�t, �� � b@�t, "�!8�­,¬�#  $ L�|� � "|¬U# �, 

 

для всех � : HX, t x 0 и α : 20, α�), где функция L невозрастающая, выпуклая 

функция такая, что для любой константы C x 0 интегральное неравенство 

(iv)  

Z�t� $ C � L BSRS,…,RUZ�s�C  �s     �
�

 

имеет единственное решение Z�t� y 0. 
 

(v) 9  является  H-значной  F - измеримой случайной величиной из 

пространства 8w�Ω, H�.    

Задача  (2.7) , (2.8)  в силу теорем  1.4 и 1.5  имеет единственное решение X> : N{w�F,  20,T4;H�являющееся решением интегрального уравнения X@�s� � 

� ;.�9 � � ;.��<��a> Bs, SRS,…,RUX�s�C �� �  �
�

 
� � ;.��<��b> Bs, SRS,…,RUX�s�C �W�  .�

�
                                                                  �2.9� 

 

Основным результатом этого параграфа является следующая теорема. 
 

Теорема  2.3. Пусть  выполняются условия (i) – (iv) . Пусть  a d 0  

произвольное,   фиксированное  число. Предположим, что 

Lim >6�� � e.��<��a@�s, �����
�

�  � e.��<��a��s, �����
�

�2.10� 

и 
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Lim >6�� �� e.��<���@�s, ��e.���<�����
�

�
�

�  0 ,                                                          �2.11� 

для всех � : HX, t : 20, T4, где 
 �@�t, �� � b@�t, ��Qb@� �t, �� � b��t, ��Qb�� �t, ��. 

Тогда X@�· , 9� 6  X��· , 9� слабо в L�20, T4, H� при α 6 0�. 

Нам  потребуется следующее утверждение. 

Предложение 2.1. (см., [61]) Пусть  _Ê, ä x 0  центрированные гауссовы меры 

на сепарабельном гильбертовом пространстве í с операторами ковариации  �Ê. 

Тогда  _Ê  6 _� слабо в  í  если, и только если  |�o � ��|� 6 0,n 6 ∞. 

Предложение 2.2 является модификацией предложения 2.2 из [61]. 

Предложение 2.2. Пусть  ð,�, Ì  вещественные сепарабельные гильбертовы 

пространства. Пусть �: ÌX 6 �-липшицево непрерывное отображение, пусть ð: 2�, (4 5 ÌX 6 8�ð,�� �измеримое отображение, такое что |ð�:, ��|8�­,�� $ C�1 � |�|¬}�, 
|ð�:, �� � ð�:, y�|8�­,��# $ L�|� � "|¬}# � 

для  � постоянной и : : 2�, (4, �, " : ÌX. Пусть M : �����, где ����� � 

пространство всех ограниченных функций на  �, удовлетворяющих условию 

Липшица. Положим 

Υ�y� � Eg5υ�y� � � ð�:, y��
�

�W:6 ,       y : H�. 
Пусть  �: £ 6 Ì � FÆ �   измеримая  случайная величина с Ø|�|Ð# g ∞. Тогда  

Υ��� � E 2 ¨g5υ��� � � ð�:, ���
�

�W:6�F�4P � п. н.                                          �2.12� 
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Доказательство. Для упрощения обозначений, мы будем рассматривать случай  υ y 0; легко видеть, что это не ограничивает общности.  

Возьмем произвольное γ d 0, пустьO�Y; Z : � P �плотное подмножество H и  

борелевское разбиение O ��Z�; Z : � P в H определено следующим образом   ��1� � O� : H ;  |� � �W| g γP,   
��Z � 1� � O� : H ; |� � �Y�W| g γP ����K�Ã1Y .  

Можно считать, что  �Y :  ��K�  для любого K : �. Определим 

����� � s���Y��������Y , �Á
YuW : Ω, 

Υ���� � s���Y����Eg5� ð�:, �Y��
�

dW:6,   Á
YuW � : H, 

где ���Ã�  обозначает индикаторную функцию множества ��K�.  

Очевидно, 

E;� � ��;¬# g γ# 

и 

g5� ð�:,����
�

�W:6 � s���Y����g5� ð�:, �Y��
�

�W:6P � п. н.Á
YuW  

Поэтому 

E 2̈g 5� ð�:,����
�

�W:6�F�4 � 

� s���Y���� E 2 ¨g 5� ð�:, �Y��
�

�W:6�F�4 �Á
YuW � s���Y���� E g 5� ð�:, �Y��

�
�W:6Á

YuW� Υ����. 
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Кроме того, 

E �g5� ð�:, ����
�

�W:6� g5� ð�:, ���
�

�W:6�
#

$                                     

$  !g!��# E ��Oð�:,��� � ð�:,��P�
�

�W:�
�
#

$                            
$  !g!��# tr�Q� � E;ð�:, ��� � ð�:, ��;8�­,��#�

�
�: $ 

$  !g!��# Ctr�Q� � L BE;� � ��;¬# C�
�

�:. 
В силу непрерывности функции   L   последнее выражение стремится к нулю 

при  γ 6 0 . 

Поэтому 

E 2 ¨g5� ð�:,����
�

�W:6�F�4 �6��ÚÛÛÜ 

�6��ÚÛÛÜ E 2 ¨g 5� ð�:, ���
�

�W:6�F�4 в 8#�£�. 
Аналогично, если  � : H, то существует  K� : �  такой, что  � : ��K��, таким 

образом, 
;Υ���� � Υ���;# � �Eg5� ð�:, �Ã=��

�
�W:6� Eg5� ð�:, ���

�
�W:6�

#
$  

$  !g!��# Ctr�Q� � L BE;� � �Ã=;¬# C�
�

�:. 
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Отсюда следует, что Υ���� �6��ÚÛÛÜΥ���  для всех    � : H. 
Отсюда вытекает (2.12) . > 

Вернемся теперь к задаче  (2.7) - (2.8). Пусть, выполнены условия теоремы 2.3. 

Лемма 2.1. Для каждого a d 0  существует постоянная  �  такая, что для 

любого  D : 20, D��  имеем E!X@�t�!¬# $ C�1 � E!9!¬# �,            0 $ t $ T,                                         (2.13) 

при  условии, что правая часть конечна. 

Доказательство. Решение X@ удовлетворяет интегральному уравнению 

X@�t� � ;.�9 � � ;.��<��a@ Bt, SRS,…,RUX�s�C �� �  �
�

� � ;.��<��b@ Bt, SRS,…,RUX�s�C �W�
�

�
 

 

В силу оценки   (ii) и неравенства  (0.21) имеем 

E!X�t�!# $ C5E!9!# � � r1 � s E�X� h²�s���#X
YuW v ���

�
6 $ 

                   $ C5E!9!# � 1 � � rs supD:2�, R����4E�X� h²�τ���#X
YuW v ���

�
6 

Поскольку h²�s� g s , то 

E!X�t�!# $ C�1 � E!9!#� � C � s sup�1D1�E!X�τ�!#X
YuW ��.�

�
 

Полагая t � τ и замечая, что правая часть последнего неравенства  монотониа 

по τ получаем 
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supD:2�,/4E!X�τ�!# $ C�1 � E!9!#� � C � s sup�1D1�E!X�τ�!#X
YuW ��.�

�
 

Обозначим supD:2�,/4E!X�τ�!# через Y�t� тогда 

Y�t� $ C�1 � E!9!w� � C �Y�s���.�
�

 

В силу леммы Гронуолла (см., например[16]стр. 108) имеем (2.13).> 
 

Как видно из доказательства,  константа  C в (2.13) независит от α : 20, α��.  

Для  N : �, определим  

gH�X� � � X если |X| $ N
N�|X|¬ если |X| d � ̈

 

Зафиксируем T d 0 и произвольную последовательность αo : �0, α��, αo � 0. 

Для краткости положим a@  � ao  ,        b@  � bo ,    P@  � P, 
Xo �  X@ �·,φ�,      XoH �  X@ �·,φH �,    X�H � X��·,φH � .    

Будем обозначать математическое ожидание по мере  P@   просто  E без 

индекса, если это не приводит к двусмысленности. 

Предложение 2.3. Для любого  � : �  и  " d 0  существует  ¡ d 0  такое, что  

supoò� E max�1�,�1�|�<�|1¢;XoH�t� �  XoH�s�;# $ γ. 
Доказательство. Как выше все константы обозначаются C одной буквой C. 

Выберем  � d 2 иλ : �0, W# � Ww�. По теореме 0.5  имеем 

E sup�1�,�1�|/<�|1£
�� e���<:� bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C �W:

�
�

¨ � 
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¨             � � e���<:� bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C �W:
�

�
G#   $ C¤#Ï                                   �2.14� 

для любого   ς d 0. 

Действительно,

E sup�1�,�1�|/<�|1£
¦Î §¨�©ç:� ú B:,ª«S,…,«}� ¬�:�C­®:< Î §¨�¯ç:� ú B:,ª«S,…,«}� ¬�:�C­®:=̄©= °± ¦# $ 

$ 5E sup�1�,�1�|/<�|1£
�¤<Ï °� e���<:� bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C �W: ��

�

� � e���<:� bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C �W:
�

�
À�
²6

�³   $ 

$ 5E sup�1�,�1�|/<�|1£
�|t � s|<Ï °� e���<:� bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C �W: ��

�

� � e��Æ<:� bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C �W:
�

�
À�
²6

�³  $ 

$ 5C�λ� � E Btr �bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C Q bo� B:, SRS,…,R}XoH�:�C�C³� �:�
�

6
�³ $ 

$ C tr�Q�5� E�1 � ;SRS,…,R}XoH�:�;²��:�
�

6
�³
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таким образом (2.14) из следует леммы 2.1, аналогично получаем 

E sup�1�,�1�|�<�|1£
�� e���<:� ao B:, SRS,…,R}XoH�:�C �: ��

�

�  � e���<:� ao B:, SRS,…,R}XoH�:�C �:�
�

�
#

$ С¤#Ï.             �2.15� 

Сначала мы докажем, что существует   ́ W d 0   такое, что 

supoò� E ����1/1#¢S ;XoH�t� �  φH ;# $ Сγ                                                                         (2.16) 

(С постоянной C, не зависящей от ´W , конечно). Фактически, по определению 

слабого  решения 

XoH�t� � φH � 2e�� � I4φH � � e���<�� ao Bs, SRS,…,R}XoH�s�C �s  ��
�

 

� � e���<�� bo Bs, SRS,…,R}XoH�s�C �W�  y µW � µ# � µg.�
�

 

Из (2.14) и (2.15) имеем  

supoò� E sup�1�1#¢S O|µ#|# � |µg|#P $ С¤#Ï                                                                 (2.17) 

для любого  ς d 0. Поскольку случайные величины   φH  слабо сходятся, они 

плотны по теореме Прохорова, следовательно, существует компактное множество 

¶ ¥ H такое, что 
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supoò� P %φH ·  ¶( $ γ. 
Как хорошо известно, e��X 6 X при t � 0 равномерно для X : ¶, следовательно, 

мы можем найти  ́ W : B0, " S�±C такое, что 

sup�1�1#¢S sup¸:¶ ;e��X � X; g √γ. 
Тогда 

E sup�1�1#¢S ;e��φH � φH ;# $ " � E��º¬·¶� sup�1�1#¢S ;e��φH � φH ;#  $ 

$ γ� C E��º¬·¶�;φH ;# $ C P %φH · �( $ Сγ. 
Эта оценка вместе с (2.17) дает (2.16). 

Полугруппа �e���  является аналитической на  (i), следовательно, функция 

8�H� � значных  t � e�� равномерно непрерывна на 2´W , T4 (см. [38]).Мы можем 

найти  ́ # : B0," S�±C такое, что 

sup¢S 1�,�1�|�<�|1¢� 
;e�� � e��;8�¬� $ √γ.(2.18) 

Пусть  s, t : 2´# , T4, t d s,  тогда 

XoH�t� � XoH�s�  �  �e�� � e���φH � 

� °� e���<:� ao B:, SRS,…,R}XoH�:�C �: � � � e���<:� ao B:, SRS,…,R}XoH�:�C �:�
�

�
�

À 
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� °� e���<:� bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C �W: ��
�

� � e���<:� bo B:, SRS,…,R}XoH�:�C �W:
�

�
À y 

                  y »W � »# � »g. 
Очевидно, 

supoò� E sup|�<�|1¢� O|»#|# � |»g|#P $ С´# #¼  $ Cγ 
в силу (2.14) и (2.15). Окончательно, 

E sup|�<�|1¢� ;�e�� � e���φH ;# $ �#" 

В силу (2.18), мы получилм 

supoò� E sup¢S 1�,�1�|�<�|1¢� 
;XoH�t� � XoH�s�;# $ Сγ.                                                           (2.19) 

   Объединяя оценки (2.19) и (2.16) мы завершаем доказательство предложения 

2.3. 

Следствие 2.1. Для любого � : �   и " d 0  существует такое разбиение  O0 � (� g ½  g (ℓ � aP  отрезка    20, a4 такое, что 
 supoò� E \ max²u�,…,ℓ<W max��1�1���S;XoH�t� � XoH�t²�;#] $ γ.                                           (2.20)     

Ниже нам потребуется  дискретизация  процесса XoH. Пусть Π � O0 � t� g ½  gtℓ�T� разбиение отрезка  20, T4. Определим 
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Xo¿�t� � e.�9H � s � e.��<�� ao Bs, SRS,…,R}Xo¿�t²�C �s���SÀ�
��À�

�ℓ<W
²u�  

             � s � e.��<�� bo Bs, SRS,…,R}Xo¿�t²�C �W�
���SÀ�
��À�

ℓ<W
²u�                                      �2.21� 

 

для любого  t : 20, T4  и    n x  0. Напомним, a Á b � min �a , b�.( Заметим, что 

процесс  Xo¿ зависит от  N). 

Лемма 2.2. Для любого � : �   и   " d 0  существует такое разбиение Â �O0 � (� g ½  g (ℓ � aP отрезка    20, a4, что 

supoò� max²u�,…,ℓ E;XoH�t²� � Xo¿�t²�;# $ γ. 
Доказательство. По некоторому  γ d 0   найдем разбиение Π � O0 � t� g ½  gtℓ�T такое, что  выполнено (2.20). В силу (2.21), получим 

E;Xo¿�tÃ�W� � XoH�tÃ�W�;# $ C � ;e.��Ä�S<��;8�¬�#�Ä�S

�
5 

5 E �s�ù��,©��SC�s�Ã
²u� �ao Bs, SRS,…,R}Xo¿�t²�C � ao Bs, SRS,…,R}XoH�s�C��

#
�s � 

 

�2 tr�Q� � ;e���Ä�S<��;8�¬�#  5
�Ä�S

�
 

 

5 E �s�ù��,©��SC�s�Ã
²u� �bo Bs, SRS,…,R}Xo¿�t²�C � bo Bs, SRS,…,R}XoH�s�C��

#
�s $ 
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$ C s � L BE;SRS,…,R}Xo¿�t²� � SRS,…,R}XoH�s�;#C �s ����S

��
Ã

²u�  

 

�C s � L BE;SRS,…,R}XoH�t²� � SRS,…,R}XoH�s�;#C �s���S

��
Ã

²u� $ 

$ C� � C s � L BE;SRS,…,R}Xo¿�t²� � SRS,…,R}XoH�t²�;#C �s,���S

��
Ã

²u�  

где  C� 6 0   при  γ 6 0. 

Таким образом, полагая 

³o�t� � E;Xo¿�t²� � XoH�t²�;#,при  t : 2t² , t²�W4  , i � 0, … , ℓ � 1, 
получаем следующую оценку 

³o�t� $ C� � � L�³o�s���s�
�

,                                                        
где  C� 6 0   при  γ 6 0. Применяя теорему о непрерывной зависимости от 

начальных данных для интегрального уравнения 

"�t� � C� � � L BSRS,…,R}"�s�C �s�
�

 

(см., [61]) получим требуемое утверждение.  > 
 

Предложение 2.4. Пусть � : �   и Â � O0 � (� g ½  g (ℓ � aP � некоторое 

разбиение и iÊ, ä x  0  борелевские вероятности на Ìℓ�W, определяемые 

равенством 

νo � BXo¿�t��, … , Xo¿�tℓ�C �P�, 
то есть 

νo�Å� � P �ω; BXo¿�t��, … , Xo¿�tℓ�C : Æ� 
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для любого борелевского множества  Æ  в  Ìℓ�W . Тогда  iÊ 6  i�  слабо в  Ìℓ�W  

при n 6  ∞. 
 

Доказательство. Доказательство проводится по индукции. По 

предположениям теоремы 2.3,  имеем  Xo¿�t�� 6 X�¿�t�� слабо в H. Предположим, 

что для некоторого ι , 0 $ ι $ ℓ� 1, слабая сходимость  µo y  �o�P� 6  µ� y  �� �P�в  HÈ�W                                                                     (2.22) 
 

установлена, где  �o � BXo¿�t��, … , Xo¿�tÈ�C.  

Зададим  υÊ: HÈ�W 6  HÈ�#, следующим образом. 

По набору �ξ� , … , ξÈ� определим на отрезке 20, tÈ�W4   функцию ξÈ�s� � ξY при s : 2t², t²�W4. Тогда  

υÊ�ξ� , … , ξÈ� � 5ξ�, … , ξÈ, e���Ê�S<�Ê�ξÈ � � e.����S<�� ao�s, SRS,…,R}ξÈ�s���s�Ê�S

�Ê
6, 

и ËÊ: HÈ�W 6  LW�Ωo, HÈ�#� , 

ËÊ�ξ� , … , ξÈ� � 50, … ,0, � e.��Ê�S<�� bo�s, SRS,…,R}ξÈ�s���W�
�Ê�S

�Ê
6. 

Очевидно, 

Xo¿�tÈ�W� � e.��Ê�S<�Ê�Xo¿�tÈ� � � e.��Ê�S<�� ao Bs, SRS,…,R}Xo¿�tÈ�C �s ��Ê�S

�Ê
� � e.��Ê�S<�� bo Bs, SRS,…,R}Xo¿�tÈ�C �W�

�Ê�S

�Ê
, 

таким образом 



70 

 

BSRS,…,R}Xo¿�t��, … , SRS,…,R}Xo¿�tÈ�W�C � υÊ�uo� � ËÊ�uo�.  

 

Возьмем  произвольное   g : BL�HÈ�#�, где  BL�HÈ�#� � пространство всех 

ограниченных функций удовлетворяющих условию Липшица на  HÈ�# (см. [38]) и 

положим Ìo�y� � E g�υÊ�y� � ËÊ�y�� ,   y : HÈ�W . 

Предложение  2.2  дает 

E g BXo¿�t��, … , Xo¿�tÈ�W�C � ØÌo�uo� � � Ìo�ξ��µo�ξ�
¬Ê�S

. 
Из этого следует,  
 EE g BXo¿�t��, … , Xo¿�tÈ�W�C � E g BX�¿�t��, … , X�¿�tÈ�W�CE $ 

$ � |Ìo�ξ� �Ì��ξ�|�µo�ξ�
¬Ê�S

 � � � Ì��ξ��µo�ξ� �
¬Ê�S

� Ì��ξ��µ��ξ�
¬Ê�S

� y 

y pW�n� �p#�n�. 
Заметим, что |Ìo�ξ� �Ìo�ς�|# $ !g!��E|υo�ξ� � υo�ς� � Ëo�ξ� � Ëo�ς�|¬Ê��# $ 

$ CL�|ξ� ς|¬Ê�S# � 

для любых   ξ, ς : HÈ�W,  по    iii). Таким образом,   p#�n� 6 0   как n 6 ∞ по 

(2.22). Теперь заметим, что limo6ÁÌo�ξ� � Ì��ξ�    для любых   ξ : HÈ�W.                                          (2.23) 

Во-первых,  

υo�ξ� � υ��ξ� � �0, … ,0¨, � e.��Ê�S<��
�Ê�S

�Ê
Oao�s, SRS,…,R}ξÈ�s��¨ � 

¨¨�a��s, SRS,…,R}ξÈ�s��P�s� o6ÁÚÛÛÜ  0      в    HÈ�W 
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υo�ξ� � υ��ξ� � 

� 50, … ,0, � e.��Ê�S<��Oao�s, SRS,…,R}ξÈ�s��̈ ��Ê�S

�Ê
¨a��s, SRS,…,R}ξÈ�s��P�s6 o6ÁÚÛÜ  0    в    HÈ�W , 

по (2.10). Далее, 

� e.��Ê�S<��bo�s, SRS,…,R}ξÈ�s�� �W�
�Ê�S

�Ê
, 

является центрированной гауссовской случайной величиной в H с оператором 

ковариации 
 

� e.��Ê�S<��bo�s, SRS,…,R}ξÈ�s�� Qbo� �s, SRS,…,R}ξÈ�s��e����Ê�S<���s,���S

�Ê
 

 

Таким образом Ëo�ξ� 6 Ë�ξ� слабо в HÈ�#в силу (2.7) и предложения 2.1. 

Следовательно, υo�ξ��Ëo�ξ� 6 υ��ξ� � Ë��ξ� слабо в HÈ�# для любых ξ : HÈ�W. Из 

определения Ìo  и слабой сходимости получаем  (2.23). 

Пусть дано произвольное  δ d 0, тогда  существует компактное множество 

K ¥ HÈ�W  такое, что infoò�µo �K � x 1 � δ .                                                                                       (2.24) 

Поскольку меры   OµoP   слабо сходятся, то  в силу компактности K , (2.16) 

функции  Ìo  сходятся к   Ì�   равномерно на  K, следовательно, 

limo6Á �|Ìo�ξ� �Ì��ξ�|�µo�ξ� � 0.
K  

 

Наконец, из (2.24), и pW�n� 6 0, а также  предложения 2.4 имеем. 

� |Ìo�ξ� �Ì��ξ�|dµo�ξ� $ supoò� sup¬Ê�S|Ìo|Í
¬Ê�S

K  
Î

> 
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Следствие 2.2. Пусть заданы  � : �   и  разбиение 

Ë � %0 � �� g ½  g �Ï � a(  отрезка    20, a4. Тогда  

BXoH�s��, … , XoH�sÏ�C �P� o6ÁÚÛÛÜ BX�H�s��, … , X�H�sÏ�C �P�  слабо в HÏ�W. 
 

То есть   XoH   сходятся к   X�H   в смысле конечномерных распределений.                 
 

Доказательство теоремы 2.3. Возьмем произвольное γ x 0. Заметим, что 

существует N : �  такое, что 

supoò� P VÐ;  sup�1�1�;Xo �t� � XoH�t�; d 0X $ ".(2.25) 

 

В силу [58] и непрерывности траекторий, имеем 
 P \O9� : ��0, N�P  ã V sup�1�1�;Xo �t� � XoH�t�; d 0X] � 0, 

поэтому, справедливо (2.25). Используя следствие 2.2, мы находим разбиение O0 � t� g ½  g tℓ � TP отрезка 20, T4 такое, что  

supoò� EÑ max²u�,…,ℓ<W sup��1�1���S;XoH�t� � XoH�t²�; m# $ γ#.                                           (2.26) 

 

Пусть ³ : BL�L�20, T4, H��- ограниченная функция, удовлетворяющяя условию 

Липшица. Обозначим через P  пространство всех функций Ψ: 20, T4 6 H, которые 

непрерывны справа и имеют пределы слева на 20, T4 и непрерывны на �0, T�\OtW, … . , tℓ<WP; наделим P нормой супремума. Тогда существует Липшицева 

функция ³Ô : BL�P� такая что, ³Ô � ³ на  L�20, T4, H� и �³Ô��� � !³  !�� (см. [38], 

теорема 6.1.1 и предложение 11.2.2). Определим ³Ô: Hℓ�W 6 `, y � �y�, … , yℓ� � ³Ô�yÕ�, 
где yÕ : P определяется по yÕ�(� � y² , t²  $ t g t²�W тогда ³Ô : BL�Hℓ�W� и �³Ô��� $
!³!��. 
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Далее, положим XÖo �t� � XoH�t²�, t²  $ t g t²�W  , i � 0, … , ℓ� 1; очевидно,  XÖo -

стохастический процесс с путями в P. Следовательно, 
 ;E�³ �Xo �� � E�³  �X� ��; $ E EB ³ �Xo �C � B³ �XoH�CE� 

 � E EB³ �XoH�C � B³Ô��?Ê �CE� EE B³Ô�XÖo �C � E B³Ô�XÖ� �CE� 
 �E EB³Ô�XÖ� �C � �³�X�H��E� E ;�³�X�H�� � �³�X� ��; y 

 y ZW�n� � Z#�n� � Zg�n� � Z#�0� � ZW�0�. 
 

 

 Полагая   ×�n� � V sup�1/1Þ;Xo �t� � XoH�t�; d 0X,  получаем 

 

ZW�n� � E �×�o� EB³ �Xo �C � B³ �XoH�CE $ 

$ !³!��Po�×�n�� $ !³!��" 
 

для любого n x 0 по (2.18). Кроме того, 

Z#�n� � E E�³Ô �XoH�� � B³Ô�XÖo �CE $ 

$ �³Ô���E sup�1�1� EBXoH�t�C � BXÖo �t�CE $ !³!��" 

для всех  n x 0  по (2.26) . 
 

Окончательно 

Zg�n� � EE B³Ô �XoH�t��, … , XoH�tℓ�C � E B³Ô �X�H�t��, … , X�H�tℓ�CE o6ÁÚÛÛÜ 0  
поэтому учитывая произвольность  γ d 0 и  ³ : BL�L�20, T4, H�� мы установили, 

что ;E�³ �Xo �� � E�³ �X� ��; $ �!³!�� � 1�" 
 

для всех достаточно больших  n. То есть 
  X> �·, 9� 6  X��·, 9�слабо вL�20, T4, H�                                                    (2.27) 
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для любой последовательности Do � 0.  

В силу метризуемости слабой сходимости, (2.27) равносильно утверждению 

теоремы 2.3. > 
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