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 الفصل الدراسً الثانً

 (Matrices)المصفوفات 
  .باسل عطا الهاشمً عادل غسان نعوم, د. المصدر: مقدمة الجبر الخطً مع تطبٌقات, تألٌف بٌرنالد كولمان, ترجمة د.

 الاسبوع الاول:

هً ترتٌبه مستطٌلة تحتوي على      ( سعةمن الصنف)او ال  المصفوفة  :تعرٌف

و    مرتبة على شكل صفوف افقٌة عددها حقٌقٌة ) او العقدٌة (من الاعداد ال    

 أي أن  أعمدة رأسٌة عددها 

  [

           
          
  
          

] 

 هو   للمصفوفة   حٌث  ان الصف رقم  
[          ](     ) 

]هو   للمصفوفة  jالعمود رقم 

   
    
 

 
   

]            

 

وتشكل الاعداد       سعتهامصفوفة مربعة   فٌقال بأن     اذا كان  -:ملاحظة

 . القطر الرئٌسً الى                 

بالعنصر رقم   من المصفوفة   والعمود رقم   رقم الذي ٌقع فً الصف     ٌر الى العدد سنش

 . للمصفوفة  (    )

 حٌث  [   ]  غالباً ما نكتب المصفوفة بالصٌغة 

        و      

 

 .           حٌث     كون المصفوفة التً سعتها    مثال:

 وعلٌه    سعة المصفوفة  بما ان :الحل

  [

          
          
          

] 

 وكما ٌلً :   مداخلوالان نجد جمٌع 
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      [
   

    

    

] 

  تعرٌف:

ٌقع على  القطر  لا (مدخل)التً تكون فٌها قٌمة كل عنصر   [   ]  ٌقال للمصفوفة المربعة    

 .(Diagonal matrixبانها مصفوفة قطرٌة )    لكل       الرئٌسً مساوٌاً للصفر أي ان 

 

 لتكن :مثال

                     [
    
    
   

*  و [
  
   

+ 

 .مصفوفة قطرٌة Bو  Aفأن كل من 

 

التً تكون فٌها جمٌع العناصر الواقعة على القطر  [   ]  ٌقال للمصفوفة المربعة  :تعرٌف

انها مصفوفة عددٌة ب     لكل       و أن      لكل       أي أن  الرئٌسً متساوٌة 

(Numerical Matrix) . 

 

]    لتكن: مثال
    
    
    

]  ,       *
  
  
+ ,   [ 

   
   
   

]   

 مصفوفات اعتٌادٌة Cو  Bو  Aكل من فأن 

 

ساوٌة جمٌع عناصرها م التً تكون     من الصنف  [   ]  ٌقال للمصفوفة  :تعرٌف

 .   بالرمز وٌرمز لها (Zero Matrix)مصفوفة صفرٌة  للصفر بأنها 
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*    : لتكنمثال
  
  
+   ,  [

   
   
   

 فجمٌعها مصفوفات صفرٌة. [ ]      ,  [

التً تكون قٌمة كل عنصر من     ٌقال للمصفوفة القطرٌة من الصنف  تعرٌف:

)مصفوفة الوحدة( رئٌسً مساوٌة للواحد بأنها المصفوفة المحاٌدة عناصر قطرها ال

 .   وٌرمز لها بالرمز 

 

*  لتكن مثال:
  
  
+ ]   و

   

   

   

 )محاٌدة( وحدةمصفوفة    و  كل من فأن [

  :تكون بالشكل     من الصنف وبصورة عامة فأن المصفوفة المحاٌدة 

   [

    
    
  
    

] 

 

حٌث  (       )التً ٌكون فٌها     مصفوفة مربعه فأن جمٌع العناصر   لتكن  تعرٌف:

 .ة المصفوفة تسمى بالقطر الثانوي للمصفوفةسعهً    ان

 

اي  (Row Matrix) بانها مصفوفة صف      سعةمن ال [   ]  ٌقال للمصفوفة  :تعرٌف

 من الاعمدة .  فوفة مستطٌلة مكونة من صف واحد و هً مص

صف من السعة  مصفوفة   فأن [     ]    و [  ]  لتكن مثال:

 .   من السعة  أٌضاصف  مصفوفة  و     

 

اي  (Colum Matrix)عمودبانها مصفوفة      سعةمن ال [   ]  ٌقال للمصفوفة  :تعرٌف

 .صفوفمن ال  مكونة من عمود واحد و هً مصفوفة مستطٌلة 

*  لتكن مثال:
  
 
+ ]    و 

 

 

 

 مصفوفة  و     من السعة  عمود مصفوفة   فأن [

 .   من السعة  عمود أٌضا

متساوٌتٌن    [   ]  و  [   ]  ,    تكون اثنتان من المصفوفات من الصنف  تعرٌف:

اي عندما تكون عناصرهما         و لكل         لكل         اذا كان 

 . والمصفوفتٌن من نفس السعة المتناظرة متساوٌة
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]          تكون المصفوفتان مثال:
    
    
    

]  و  [
   
   
    

] 

                       ن اذا وفقط اذا كان ٌمتساوٌت
 

لكل       اذا كان  سفلىبأنها مصفوفة مثلثٌة   [   ]  ٌقال للمصفوفة المربعة -:تعرٌف

    . 

]  لتكن مثال: 
   
   
    

 مصفوفة مثلثٌة سفلى.  فان     [

ل لك      اذا كان  علٌابأنها مصفوفة مثلثٌة   [   ]  ٌقال للمصفوفة المربعة  :تعرٌف

   . 

]  لتكن مثال: 
   
   
   

        مصفوفة مثلثٌة علٌا.  فان     [

  Summation Notationرمز التجمٌع 

∑نعنً بالرمز  تعرٌف:   
 
∑حٌث                   

 
وٌقال بأنه رمز التجمٌع     

متغٌر شكلً ٌمكن الاستعاضة عنه بأي حرف أخر أي أنه  هو  دلٌل التجمٌع وإن  بأنه  للحرف 

  .من العناصر  عبارة عن حاصل جمع 

 فان                  لٌكن  -مثال :

∑                     

 

   

 

 

 .Properties Of S.N خواص رمز التجمٌع

 ) ∑(     )   ∑    

 

   

 ∑    

 

   

 

   

 

 )∑ (    )   ∑    

 

   

 

   

 

 

  من الممكن اٌضاً تكوٌن رمز التجمٌع المزدوج وعلٌه فأننا نقصد بالمقدار ملاحظة:
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∑∑   

 

   

 

   

 

 .  ع الناتج بالنسبة الى ثم نجم  هو اننا  نجمع اولاً بالنسبة الى 

 

∑فجد       و       و      و      لٌكن  مثال: ∑       
   
   

 
    

∑ -:الحل ∑     ∑ (       )                 
 
   

 
   

 
    

   (  )        
 

 

  (.H.W)اثبت ان : ةملاحظ  

∑

 

   

∑      

 

   

∑

 

   

∑      

 

   

 

 فً المثال أعلاه ان  مثال:

∑

 

   

∑        

 

   

 

 

∑

 

   

∑    ∑(       )                                   

 

   

 

   

       وان 

                      (  )                                                 
           

 ∑

 

   

∑      

 

   

∑

 

   

∑      
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 الاسبوع الثانً:

 Operations of Matrices العملٌات على المصفوفات

  Summation of Matrices :جمع المصفوفاتاولاً/ 

فأن      )السعة( مصفوفة من الصنف [   ]  و   [   ]  اذا كان كل من  تعرٌف:

 المعرفة بالصٌغة  [   ]  هو مصفوفة    و  حاصل جمع 

               (     ) ,  (     )                    

 . Bو  Aمتناظرة فً بواسطة جمع العناصر ال Cاي أننا حصلنا على 

 :ٌمكن جمٌع المصفوفات فقط اذا كانت من نفس السعة . ملاحظة

 

*     لتكن  -مثال:
    
    

*  و +
    
   

+ 

       *
         (  )
          

+  *
   
   

+ 

 

    مصفوفة من الصنف  [   ]  و   [   ]  اذا كان كل من  طرح المصفوفات: /ثانٌاً 

المعرفة و    من الصنف  [   ]  هو مصفوفة    و   طرح المصفوفتٌنفأن حاصل 

 بالصٌغة 

     (     ) ,  (     )                    

 .Bو  Aالعناصر المتناظرة فً  طرحبواسطة  Cاي أننا حصلنا على 

    المصفوفات فقط اذا كانت من نفس السعة. ان تطرح:ٌمكن  ملاحظة

 

*    لتكن  -مثال:
   
   

+ ,   *
     
   

+  ,  *
  
   

 جد: +

 ان امكن.      ,             

 .مصفوفات ذات سعات مختلفة    و لا ٌمكن حسابها لان       الحل:

*                 و        
   
   

+  *
  
   

+  *
   
   

+ 
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 Scalar Multiplication of Matrices  الضرب العددي للمصفوفاترابعاً / 

عدداً حقٌقٌاً فأن المضاعف   وكان     مصفوفة من الصنف  [   ]    اذا كانت تعرٌف:

     من الصنف  [   ]  هو المصفوفة    وٌرمز له بالرمز   فً   العددي للمصفوفة 

 (             )              حٌث أن                 

 . فً   نصر من عناصر بواسطة ضرب كل ع Bأي أننا حصلنا على 

 

 وكانت      اذا كان  مثال:

               [
    
    
    

 فان    [

 

      [
    
    
    

]  [
      
     
      

]                   

 

 (Multiplication of Matrices)ضرب المصفوفات /  ثالثاً 

مصفوفة من الصنف  [   ]  و     مصفوفة من الصنف  [   ]    اذا كانت تعرٌف:  

  من الصنف [   ]  هو المصفوفة   والمصفوفة   جداء )ضرب( المصفوفة فان      

 والمعرفة بالصٌغة    

                                                                                   

    (            ) حٌث ان        

    ∑             (             )

 

   

 

 : ملاحظة

فً مصفوفة الجداء حسب بواسطة جمع  (    ) بان العنصر (  )ٌتبٌن من المعادلة  (1

بالعنصر     من المصفوفة   رب كل عنصر فً الصفالجداءات التً نحصل علٌها بض

 .    من المصفوفة   المناظر فً العمود

مساوٌا     معرفا فقط فً حالة كون عدد صفوف المصفوفة     ٌكون جداء المصفوفتٌن   (2

 .   الى أعمدة المصفوفة

 أي ان 
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*  :لتكن  :مثال    
    
   

+
   
    [

   
   
  

]

   

    *
   
   

+
   

 

 فجد:  

 ان امكن.    ( 3         ( 2        (1

  فان  ٌمكن ان تحسب وكما ٌلً  ٌساوي عدد اعمدة   ان عدد صفوف  بما( 1الحل:

     *
    
   

+ [
   
   
  

] 

    

=[
  (  )      (  )         (  )  (  )   
  (  )               (  )     

] 

 *
   

   
+
   

 

                                   

  (   )ٌحسب كما ٌلً  ٌمكن ان  أي ان كل عنصر فً  

                      ∑                             
 
    

   (  )      (  )                

   (H.W).    و     و      لا بالنسبة وهكذ
 

ٌمكن ان    وعلٌه فان   2هو   وعدد أعمدة   2هو     عدد صفوف المصفوفةنلاحظ ان  (2

      (.H.W)ٌحسب بسهولة.  

فلا ٌمكن  3هو    بٌنما عدد أعمدة المصفوف  2هو    عدد صفوف المصفوفةنلاحظ ان   (3

 .     ان نجد

  

   فان      مصفوفة من الصنف  و      مصفوفة من الصنف  ذا كانت : اة ملاحظ

  .     مصفوفة من الصنف 

 هناك ثلاث احتمالات :   * ماذا نقول عن 

 .    ٌمكن ان تكون غٌر معرفة وهذه الحالة تحدث عندما تكون   ان  (1

تكون    بٌنما     صنف ستكون معرفة وهً من ال    فان     فً حالة كون  (2

 ستكون من احجام مختلفة .    و    فان    وعلٌة اذا كانت       من الصنف

 ربما تكون المصفوفتان مختلفتان .من نفس الحجم ف    و   اذا كانت  (3
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   فان      مصفوفة من الصنف   و     مصفوفة من الصنف    اذا كانت: مثال

 تكون غٌر معرفة )لماذا(.   بٌنما      نف مصفوفة من الص

 وعلٌه عملٌة الضرب لٌس ابدالٌة فً المصفوفات.       من الضروري انه : لٌستملاحظة

*  لتكن  :مثال
  
   

+         *
  
  
 فأن  +

   *
  
   

+          *
  
   

+ 

      وعلٌه فان   

 

 (H.W.)   لمصفوفتٌن ٌكون فٌهاعط مثالا       . 

 

 

 فان     مصفوفة من الصنف        لتكن كل من  ) خواص الجمع المصفوفً( مبرهنة :

 )عملٌة جمع المصفوفات ابدالٌة(         (1

2)  (   )  (   )  عملٌة تجمٌعٌة(عملٌة جمع المصفوفات )     

هً المصفوفة الصفرٌة من   حٌث ان       فأن      الصنف من  لكل مصفوفة  (3

 .   الصنف 

حٌث      الصنف نفس من   توجد مصفوفة وحٌدة     من الصنف   لكل مصفوفة  (4

(  )  لهذا فأن  A–بالشكل   نكتب ,       أن   .  بأنها سالب    ٌقال لـ     

 

 

 (:1البرهان )

    [

            
            
            

]  [

            
            
            

] 

 [

                        
                        
                        

] 

 [

                        
                        
                        

 الاعداد الحقٌقٌة( )من خواص      [

     

 بنفس الاسلوب (H.W)البرهان ( 2
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        فأن [   ]  لتكن   البرهان:( 3

          و      ,             اذا وفقط أذا كان 

          و      لكل       وهذا ٌصح فقط اذا كان 

أي      فوفة التً تكون جمٌع مداخلها مساوٌة  للصفر وعلٌه فان هً تلك المص  وعلٌه فان   

      ان   

 (H.W)البرهان -4

*    لتكن مثال:
  
    

+    *
  
   

+     *
  
  
  فان: +

1)                      [
      
  (  )    

]  *
  
  
+   

    *
      
       

+  *
  
  
+   

 

         

 

2)             (   )  *
  
  
+  [

      
   (  )   (  )

] 

             *
  
  
+  *
  
    

+  *
  
   

+ 

(   )    [
      
  (  )    

]  *
  
    

+ 

 *
  
  
+  *
  
    

+  *
  
   

+ 
   

   (   )  (   )    
   

3)                      *
  
  
+  *
  
  
+  *
  
  
+    

 

4)                                 *
  
  
+         *

   
    

+ 

                                 (  )  *
  
  
+  *
   
    

+  *
  
  
+   

 

   (  )    
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 الاسبوع الثالث

 :فاتحول طرح المصفو ملاحظات

  .(        )  ان أي طرح المصفوفات لٌست ابدالً  (1

*     مثال: لتكن
   
  

*     و       +
  
   

 فان +

                        *
   
  

+  *
  
   

+  *
   
  

+ 

*         وان             
  
   

+  *
   
  

+  *
   
    

+    

                           علٌهو        

– (   )ان  أي,  طرح المصفوفات لٌست تجمٌعً (2       – (   ). 

H.W.  )  (2)اعط مثال ٌوضح الملاحظة. 

(    ) ة ٌكونسعمن نفس ال     مصفوفتٌن لأي (3    (   –  )  . 

 فان      [    ]       [    ]   نفرض ان لبرهان:ا

    (  –  )   ([    ]   
 [    ]   

)   [       ]   
 

  [   ]   
 [    ]   

 [ (       )]   
 

 [        ]   
 [       ]   

 بدالًجمع الاعداد ا 

 [    ]   
 [    ]   

 

      

                                                                  (  –  )    (    )   

 

4)   (  )      

H.W.)  ( 4اعط مثال ٌوضح الملاحظة.)  
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 :فان سعةمصفوفات من نفس ال ثلاث       اذا كانت مبرهنة: 

 )                

 )                

    :البرهان

            لٌكن    ) (1

 الى الطرفٌن ٌنتج   (   )بإضافة 

                           (   )        (   )     

(     )مع +(      خاصٌة التجمٌع)          (     )       

          (      المصفوفات من خواص جمع)   

                                                       

      لٌكن   ) 

 . وهذا ٌنهً البرهان        الى الطرفٌن ٌنتج    بإضافة      

     (..H.W) نفس الأسلوبب (2

 (خواص الضرب العددي للمصفوفات):مبرهنة 

 : مصفوفة ذات أصناف متناسبة فان       عددا حقٌقٌا ولتكن كل من      لٌكن كل من 

1)  (  )  (  )  . 

2) (   )        . 

3)   (   )          . 

4)  (  )    (  )   (  )  . 

 

  :برهانال

1) H.W.  

 البرهان: حسب تعرٌف الضرب العددي للمصفوفات )ٌذكر التعرٌف( نحصل على  (2

 حٌث                               (   )    (   ) 
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                          (                   من خواص الاعداد الحقٌقٌة)           

              حسب تعرٌف الضرب العددي للمصفوفات                      

 فأن    مصفوفة من الصنف  [   ]  و   [   ]  كن كل من البرهان: لت (3

         (   )   (        )                            

               حسب خواص الاعداد الحقٌقٌة             

        حسب تعرٌف الضرب العددي للمصفوفات        

4   )H.W.            

 

*   و                 لٌكن مثال:
   
    

+    [
   
  
   

 فان  [

1)                                                       (  )    (  *
   
    

+)  

                       *
   
    

+  *
        
     

+  

 

                 (  )  (  ) *
   
    

+  *
        
     

+     

 

                                      (  )  (  )  

2) H.W.    

3) H.W.    

4)                    (  )   (   )  *
   
    

+ [
   
    
  

]  *
    
  

+  

                         (  )  (  ) *
  
   

+  *
    
  

+ 

                                           (  )    (  )     
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 (ات)خواص ضرب المصفوف مبرهنة: 

  مصفوفات اصنافها متناسبة فان        اذا كانت 

1) (  )   (  ) . 

2)    (   )        . 

3) (   )        . 

   [   ]    لتكن ( 1 :البرهان
        [   ]   

    [   ]   
  

(  ) كذلك افرض      [   ]   
   (  )     [   ]   

     

                           [   ]   
        [   ]   

  

                          ان         ان نثبتٌجب 

 وعلٌه     

    ∑      

 

   

 ∑(∑      )   

 

   

 

   

  

 ∑∑(         

 

   

 

   

) 

    ∑      

 

   

 ∑   (∑      )

 

   

 

   

  

 من خواص المجموع

 ∑∑         

 

   

 

   

 

 من خواص المجموع 
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 ∑∑         

 

   

 

   

 

 .                          نحصل على     و     وبتبدٌل الرموز

 .H.W (3و( 2

*   لتكن (1)خاصٌة :مثال
   
    

+
   
    [

  
   
  

]

   

    *
  
  
+
   

 

(  ) فان                              *
   
    

+ ([
  
   
  

] *
  
  
+)    

         *
   
    

+ [
                       
    (  )  ( )     (  )
                   

  ] 

                                              *
   
    

+ [ 
  
  
  
] 

     [
                      
    (  )           (  )     

]  *
    
    

+            

              (  )    (*
   
    

+ [
  
   
  

]) *
  
  
+   

     =[
                 (  )     

    (  )           (  )     
] *
  
  
+    

.   *
   
    

+   *
  
  
+  [

                
         (  )        

] 

   *
    
    

+ 

  (  )   (  )  

  H.W (3و 2) لة توضح الخواصاعط امث
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 الاسبوع الرابع: 

 (The Transpose of Matrix)منقول المصفوفة 

   ]   فأن المصفوفة     مصفوفة من الصنف  [   ]  اذا كانت  تعرٌف: 
 ] 

    حٌث :    من الصنف 
بمنقول    وتدعى   (             )       

 .  المصفوفة 

 بواسطة مبادلة الصفوف بالاعمدة .  :حصلنا على منقول المصفوفة  ملاحظة

 

 ]    لتكن             مثال:
  
   
   

]      *
   
  

+       [    ] 

*   فأن   
    
    

+       *
  
   

+       [
 
  
 
] 

 واص منقول المصفوفة خ 

 عددا حقٌقٌا فأن:  مصفوفة ذات اصناف متناسبة ولٌكن       لتكن كل

1)  (  )     . 

2) (   )       . 

3) (  )      . 

4) (  )      

  .H.W( 4( , 2( ,1 البرهان:

مصفوفة من الصنف  [   ]  و     مصفوفة من الصنف  [   ]   لتكن (1

(   )هو   (  )فً المصفوفة  (   )فان العنصر رقم     
 ان  أي  

                              
                                 

                                     
    
     

    
       

    
   

    من خواص الاعداد الحقٌقٌة 
     
     

     
       

     
   

     فً المصفوفة  (   ) وهذا هو العنصر رقم 

 .      (  )اذن حسب تعرٌف ضرب المصفوفات                
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*   لتكنمثال: 
   
    

+
   
    [

  
  
   

]

   

 فان: 

1)         [
  
   
  

]

   

  (  )  *
   
    

+
   
     

                             (  )      

  .H.W( 4و (2

*  (  )         واجبالتفاصٌل    (3
   
   

+   

                                     *
   
    

+ [
  
   
  

]  *
   
   

+  

                                                 (  )          

 وهكذا لبقٌة الخواص .

 

 Symmetric Matrix  المصفوفة المتماثلة :تعرٌف

أي ان      بانها متماثلة اذا كان  فٌقال للمصفوفة     مصفوفة مربعة من السعة   لتكن 

 .     لكل قٌم         

]  لتكن   مثال:
    
    
   

]   فان  [
    
    
   

]  

 .     مصفوفة متماثلة لأنه   وعلٌة فان 

 اص المصفوفة المتماثلةخو

 مصفوفة متماثلة.   مصفوفة متماثلة اذا وفقط اذا كانت   تكون  (1

 مصفوفة متماثلة.    متماثلة فان  مصفوفة      اذا كانت كل من (2



 اعداد: أ.د. محمد علً مراد               المصفوفات              جامعة دٌالى/كلٌة التربٌة الاساسٌة/قسم الرٌاضٌات/المرحلة الاولى
 

18 
 

مصفوفة متماثلة اذا وفقط اذا كانت    مصفوفة متماثلة فان       اذا كانت كل من (3

      .   

        متماثلة )معطى(    بما ان  )  (1البرهان: 

 )من خواص منقول المصفوفة(        (  ) لكن                     

                           (  )      

 مصفوفة متماثلة.   وعلٌه                  

       (  )  متماثلة )معطى(    بما ان   )   

 )من خواص منقول المصفوفة(       (  ) لكن                     

                               

 مصفوفة متماثلة.  وعلٌه              

      و      متماثلة فان  مصفوفة      ( بما ان كل من2

 )من خواص منقول المصفوفة(            (   )لكن       

                   

 مصفوفة متماثلة.    وعلٌه     

      و      مصفوفة متماثلة فان      بما ان كل من   )(3

 )من خواص منقول المصفوفة(         (  )لكن    

 معطى(       )لان                 

 مصفوفة متماثلة             

(  H.W.  
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  Skew Symmetric Matrix  تعرٌف :المصفوفة معتلة التماثل

      بانها معتلة التماثل اذا كان  فٌقال للمصفوفة    مصفوفة مربعة من السعة   لتكن 

]  مثال / لتكن لتكن  
     
   
    

]   فان  [
   
     
    

]  

 .      مصفوفة معتلة التماثل لأنه   وعلٌة فان 

 ملاحظة :فً المصفوفات معتلة التماثل تكون عناصر القطر الرئٌسً تساوي اصفارا دائما.

 معتلة التماثلخواص المصفوفة 

 ماثل.مصفوفة معتلة الت   مصفوفة معتلة التماثل اذا وفقط اذا كانت   تكون  (1

 مصفوفة معتلة التماثل.    مصفوفة معتلة التماثل فان       اذا كانت كل من (2

مصفوفة معتلة التماثل اذا وفقط اذا    مصفوفة معتلة التماثل فان       اذا كانت كل من (3

   .       كانت 

                 معتلة التماثل )معطى(    بما ان  ) ( 1البرهان: 

 )من خواص منقول المصفوفة(        (  ) لكن

                           (  )       

 مصفوفة معتلة التماثل.   وعلٌه                  

        (  )  معتلة التماثل )معطى(    بما ان   )   

 )من خواص منقول المصفوفة(       (  ) لكن                     

                                

 مصفوفة معتلة التماثل.  وعلٌه              

 .H.W( 3و2برهان )
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اذا كانت  ان  أيهو مجموع عناصر القطر الرئٌسً للمصفوفة : Traceاثر المصفوفة  تعرٌف:

∑     فأن     مصفوفة من الصنف  [   ]      
 
   . 

]   ان حٌث   جد قٌمة           اذا كان :مثال

      
     
     
      

]  . 

 الحل:

                                     (  )        

                    (   )(   )    

                                         

  عددا حقٌقٌا فأن:  ولٌكن     مصفوفة من الصنف       لتكن كل مبرهنة:

1)              . 

2)     (   )             . 

3)       (   )  .ثببث   حٍث       

 .H.W( 3( و1 البرهان:

   [   ]  وفرض ان  (2 
        [   ]   

    [   ]   
 فبن       َان   

            ,   (     )  , (     ) حسب جعرٌف جمع انمصفُفبت 

                                     (   )       ∑    
 
     

∑               ∑ من خواص       
 
    ∑    

 
    ∑ (       )

 
        

                                         ∑         
 
    

                                   (   )              

 بصورة عامة و

  (            )                       
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 امتحان الشهر الاول الاسبوع الخامس:
 الاسبوع السادس: 

 Determinants and its properties  هاصالمحددات و خوا
  عداد مجموعة الا مستقرها ()اهادقها مجموعه المصفوفات المربعة ومهو دالة منطل :حددف المٌرتع

 وحلتلك المصفوفة وتكتب على الن ددالمربعة تسمى مح وفةوقٌمة دالة المصف (عقدٌةالاوالحقٌقٌة )

( )                       :          الاتً  | |      ( ) 

    

 . العنصر فسي على عنصر واحد فقط هو نتحوالمصفوفة التً  ددمح  :ملاحظة

|[   ]| (  مثال:                ) |[  ]|                 ) |[ ]|      

 

سً ئٌطر الرقال هو عبارة عن حاصل ضرب عناصر      سعةمن ال فوفةالمص ددمحملاحظة: 

 ي انمطروح منه عناصر القطر الثانوي ا

                            ([   ]   
)     [   ]   

 *
      
      

+ 

                الثانوي القطر    الرئٌسً القطر                              

 

 لاتٌةجد محدد المصفوفات ا  :مثال

1)    *
  
   

+        (  )        

2)  |*
   
   

+|      ((  )  (  ))      

 .عة برمغٌر  فةصفوملا ٌوجد محدد ل :ملاحظه

 د(دمكن حساب لها محٌ)لا  الأتٌةوفات فمحدد للمص لا ٌوجد مثال:

      *
   
    

+
   
     [

  
   
  

]

   

            [   ]    

 وهكذا . 

             

  لإٌجاد محدد المصفوفة الطرٌقة الشبكٌة
تابة وذلك بك     ةسعمن ال وفةالمصفد داد محجٌمكن اٌ :    السعة  د المصفوفة مندحم

 اءات المداخل الواقعة على المستقٌماتدم توجد مجموع جثلثالث ا ودموالثانً بعد الع الاول العمودٌن

 المداخل الواقعة على اءاتجد مجموعواطرح من الناتج  )الاقطار الرئٌسٌة( ار الى الٌمٌنن الٌسم

   ن:أي أ وٌة()الاقطار الثانرسومة من الٌمٌن الى السٌارلمستقٌمات الما

1ₓ2 
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                                                                              [

         
         
         

]

      
       
      

 

  

     
 (                                   )
     (                                   )

 

 

]     لاتٌةاجد محدد المصفوفة  :الثم
   
   
   

]. 

 : الحل

                                                              | |  [
   
   
   

]
  
  
  

 

 

                    
 (                 )

     (                 )
 

                     
 (      )  (     )
                                                  

 

 

   ( Cofactor Expansion)   ددات بطرٌقة النشر بالمتعاملاتححساب الم
بدلا عنها هذه  وتستخدم بالطرٌقة السابقة فأكثر     محدد مصفوفة من السعة حساب ٌمكن لا

 .السعة أي محدد مصفوفة من حسابل الطرٌقة

ومن   المصفوفة  المصفوفة الجزئٌة من    ولتكن     مصفوفة من السعة    لتكن :تعرٌف

المصفوفة  من    والعمود رقم   ف الصف رقمحذنا علٌها بعد حصل التًو        السعة 

 .    رعنصالتابع لل (minor)بانه المحدد الثانوي  |   |, وٌقال الى   

(  )    والمعرف بالصٌغة               وٌدعى الرمز 
    |   |   

 .  (    The cofactor of )      نصر بانة المتعامل التابع )المرافق( للع

]   لتكن مثال:
    
   
   

 :ه ٌمكن حساب المحددات الثانوٌة بالشكل فان [
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                                |   |   |
  
  
|               ;   

                                     |   |    |
   
  

|                         

 |   |  |
   
  

|             

 . المحددات الثانوٌة لبقٌة وهكذا  

  المتعاملات التابعة بالشكلتحسب كذلك 

                    (  )
   |   |  (  ) |

  
  
|    (     )      

                      (  )
   |   |  (  ) |

   
  

|    (   )      

                      (  )
   |   |  |

   
  

|            

 .المتعاملات التابعةوهكذا 

 ) بدون برهان ( مبرهنة :
عاملاتها تم فً د(موعو)صف اعناصر رب ضهو عبارة عن مجموع حاصل  :صفوفة مال دمحد

 )المرافقة(. ةتابعال

   [   ]   فً المصفوفة     للعنصر تابععامل المتالهو       لنفرض
فٌكون محدد  

 المصفوفة كما ٌاتً: 

 ( : ) النشر حول الصف    فً حال اختٌار الصف رقم

     | |       ∑                              
 
     

 

 ( : ) النشر حول العمود    رقم عمودفً حال اختٌار ال و

     | |       ∑                              
 
    

 

*  اذا كانت  مثال:
  
   

 ؟     , جد  +

 الحل:

 فٌكون  1لنأخذ الصف رقم    

          | |       |
  
   

|  ∑                     
 
     

      (  )   | |    (  )   |  |        (  )      
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]  اذا كانت  مثال:
    
   
    

 ؟     , جد  [

 الحل:

 فٌكون  2لننشر حول العمود رقم    

                             | |       ∑                            
 
     

      (  )   |
  
  
|    (  )   |

   
  

|  (  )  (  )   |
   
  

|  

                                        (     )  (  (  ))    (  (  )) 

                                                                                         

 

 .عهس من اي محدد المصفوفات لإٌجاد ة )فً المبرهنة السابقة(ٌقتستخدم هذه الطر (۱ :ةملاحظ

 . الأكثر ارفالأصنختار الصف او العمود ذا  قةٌعند استخدام هذه الطر( 2          

 

]   ةتٌالا فةصفومال ددمحه مٌق جد :مثال

    
    
     
     

] . 

 

 فً مثل هذه الحالة حسب الملاحظة السابقة نختار الف الثانً او العمود الثالث , الحل:

 لننشر حول الصف الثانً       

    | |       ∑                                   
 
    

                      (  )   |
   
    
   

|    (  )   |
   
   
    

| 

               (  )   |
   
    
    

|    (  )   |
   
    
    

|  

|                      نختار العمود الثانً                                          
   
   
    

|  

       (  )   |
  
   

|    (  )   |
  
   

|    (  )   |
  
  
|  

|  صف او عمود ولٌكن الصف الاول                 أينختار                       
  
   

|  

      (   (  )   | |    (  )   |  |)   (      (  ))         
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 الاسبوع السابع:

   اتحددالم خواص

 .صفر يوٌسا دهامحداصفارا فأن  فة جمٌع عناصر صف أو عمود فً مصفو اذا كان (1

]   ٌةتالا صفوفة د الممحدجد  :مثال
    
    
   

]. 

    الحل:

 

| |  |
    
    
   

|
   
  
  

 (        )    (        )    (      )  

                                               ((      )  (         )   (        ))
                     (     )   

 

| |بٌن ان  (.H.W)مثال ]  حٌث     
    
    
   

]. 

 

| |ان  أي د منقول مصفوفتهامحدي وٌسا  فة المصفو دحدم (2  |  | . 

| | بٌن ان مثال: *  حٌث   |  | 
   
  

+. 

  الحل:

                   | |  |
   
  

|      ((  )   )       

                 |  |  |
  
   

|      (  (  ))     

                                     | |  |  | 

 

فان   ٌل صف بصف )او عمود بعمود ( فً المصفوفة ناتجة من تبد   المصفوفة اذا كانت (3

| |   | | . 

 او بعبارة أخرى: اذا بدلنا صف باخر )او عمود بعمود( فً مصفوفة فان إشارة محددها تتغٌر.       
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*  لتكن   مثال:
   
  

*  و    +
  
   

 فان   +

                 | |  |
   
  

|  (   )  (  (  ))      

                 | |  |
  
   

|    (  )  (   )       

| |وعلٌه                                   | | 
 

 اذا تساوي عناصر صفٌن )او عمودٌن ( فً مصفوفة مربعة فان محددها ٌساوي صفر. (4

]   ٌةتالا صفوفة د الممحدجد  :مثال 
    
   
   

]. 

    الحل:

 

| |  |
    
   
   

|
   
  
  

 (      )    (        )    (      )  

                                   ((      )  (        )   (       ))

              (        )   

 

محدد حاصل ضرب مصفوفتٌن مربعة ٌساوي حاصل ضرب محددي المصفوفتٌن أي ان  (5

|  |  | | | | . 

*  لتكن   :مثال  
   
   

*  و    +
  
  
|  |, بٌن ان  +  | | | | . 

 الحل:

                    *
   
   

+ *
  
  
+  *
    
   

+  

|  |وعلٌه            |
    
   

|        ((  )   )             

| |              وان           |
   
   

|      ((  )  (  ))       

| |و                                        |
  
  
|      (   )      

| | | |                       فان             (  )         

                                                    |  |  | | | | 



 اعداد: أ.د. محمد علً مراد               المصفوفات              جامعة دٌالى/كلٌة التربٌة الاساسٌة/قسم الرٌاضٌات/المرحلة الاولى
 

27 
 

جمٌع الصفوف ماعدا  فً ةٌوـاسمت    السعة  لاث مصفوفات منث       اذا كانت  (6

فان             لجمٌع قٌم              حٌث ان  فً المصفوفة    الصف

| |  | |  وبنفس الاسلوب اذا كان الحال ٌنطبق على العمود.  .| | 

 

]  احسب محدد المصفوفة الاتٌة مثال: 
   
   
    

] . 

  الحل:

                 |
   
   
    

|  |
   
   
    

|  |
   
   
    

|           

 اٌضاً. 24بصورة مباشرة ٌساوي   وعند حساب محدد 

 

|   | همبصورة عا ملاحظة:  | |  وكما مبٌن فً المثال الاتً: | | 

*  لتكن   مثال:
   
  

*  و    +
  
   

*     انف +
  
  
 وان  +

                           | |  |
   
  

|      ((  )        

                          | |  |
  
   

|      (  (  ))     

                                                                 | |  | |         

|   |                       و           |
  
  
|      (   )       

                              |   |   | |  | | 

 

فان  (   )اذا كانت جمٌع عناصر صف )او عمود(فً مصفوفة مربعة مضروبة بثابت  (7

 .  محددها سوف ٌكون مضروب بثابت 

 

]  لتكن  مثال: 
    
   
   

| |و  [ ]  ولتكن      
     
    
    

 فان  [

                    | |     | |     (   )          
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ان ف ةمتناسبمصفوفة مربعة عمودٌن( فً و )المتناظرة( لصفٌن )ا ةاذا كانت العناصر المتقابل (8

كل ٌعنً ان  هذا   الصف عناصرتناسب   صر الصف اعنٌقال ان وي صفر. )ها ٌساددمح

   فً الصفٌكون مساوٌا لحاصل ضرب العنصر المقابل له   لصف ا عنصر من عناصر

 (.            ان  أي    بثابت 

]  لتكن   مثال: 
   
   
   

 . | |, جد  [

  الحل:

 وعلٌه     الصف الأول والثالث متناسب وان نلاحظ ان       

           | |  |
   
   
   

|    |
   
   
   

|          

 (4صفر لتساوي صفٌن فٌها حسب الخاصٌة  )محدد المصفوف الناتجة = 

   

العناصر المقابلة ه حاصل ضرب بعه مرفوفعمود( فً مص )اواذا اضٌف إلى عناصر صف (9

 فان قٌمة محددها لا تتغٌر.    (   )لها فً صف )اوعمود( اخر مضروب بثابت 

  

*  ت اذا كان مثال:
   
  

*  و    +
    
   

| |فان  + لان العمود الثانً فً  | | 

 ان  أي الثانً ودعمالواضافته الى  11فً   من  ولهو حاصل ضرب العمود الا  

 

                                     [
  (     )   
 (    )   

]  *
    
   

+  

 

                                   | |  |
   
  

|       (   )       

                           | |  |
    
   

|        ((    )        

                                                    | |  | | 

 ًمحدد المصفوفة المثلثٌة )علٌا او سفلى(  ٌساوي حاصل ضرب عناصر قطرها الرئٌس  (11

 أي ان:

              | |  مصفوفة مثلثٌة )علٌا او سفلى (.  حٌث ان                
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]  حٌث ان   جد محدد المصفوفة  مثال:
   
    
   

] . 

                                        | |             

| |باي طرٌقة فان   وعند حساب محدد       . 

 

 

 .ٌمكن استخدام خواص المحددات لإٌجاد المحدد مباشرةً  ة:ملاحظ

 

]  بدون فتح المحدد احسب محدد المصفوفة الاتٌة :  مثال:
   
    
   

]. 

 الحل: 

| |         1-×ضرب العمود الثالث  9باستخدام خ  |
   
    
   

|  |
   
     
   

| 

     ان أي واضافة الى العمود الثانً
                                     

|                        الى الصف الثانً اضافة الصف الاول اٌضاً  9باستخدام خ  
   
    
   

| 

(  )      محدد المصفوفة المثلثٌة =حصل ضرب عناصر القطر الرئٌسً 11حسب خ        

 

]  سب محدد المصفوفة الاتٌة : اح حسابٌاً  بدون فتح المحددمثال: 
    
    
    

]. 

 الحل: 

   (7اخراج عامل مشترك من )ثابت( من العمود الثالث )خ

                                     | |  |
    
    
    

|    |
    
   
   

| 

       (      4لتساوي العمود الاول والثالث)خ 1محدد المصفوفة =
  

 والثالث هًلان النسبة بٌن العمود الأول   8:ٌمكن حل المثال أعلاه مباشرة بتطبٌق خ ملاحظة
 

 
 

 . 1وعلٌه فان  المحدد = 
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    A      Adjoint of Aالمصفوفة الملازمة الى

عة سمن ال      ٌقال للمصفوفة,       سعة )الصنف(من ال فوفةالمص   لتكن تعرٌف:

بانها     التابع للعنصر     هو المتعامل      عنصرها فً الموقع  والتً      )الصنف(

 وعلٌه تكون   (  adjoint of)   المصفوفة الملازمة الى

                                                 [

          
          
  
          

]  

 

 . للمصفوفة  عاملاتتهً منقول مصفوفة الم     نلاحظ  ان  ملاحظة:

 

]  اذا كانت : مثال
    
   
    

 ؟      , جد  [

 

 هً  ( ان المتعاملات التابعة لعناصر المصفوفة 1 الحل:

                     (  )
   |   |  |

  
   

|   (      )      

                                      (  )
   |
  
   

|    (      )        

       (  )
   |
  
  
|                    (  )

   |
   
   

|           

      (  )
   |
  
   

|                      (  )
   |
   
  

|           

        (  )
   |
   
  

|                         (  )
   |
  
  
|           

                                                            (  )
   |
   
  

|       

]  املات هً   مصفوفة المتع  
       
       
       

]  

 

      لنحصل على   نأخذ منقول مصفوفة المتعاملات (2

                                                      [
        
       
      

] 
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 الاسبوع الثامن:

 تزل(المخ ًتعرٌف: )المصفوفة بصٌغة النسق الصف

 :بانها فً صٌغة النسق الصفً المختزل اذا حققت الشروط الاتٌة [    ]   ٌقبل انمصفُفة

 .تكون الصفوف المكونه بأكملها من اصفار )ان وجدت (فً اسفل المصفوفة (1

ٌكون اول عنصر غٌر صفري فً الصف الغٌر مكون بأكمله من اصفار مساوٌا للواحد  (2

 المتقدم لذلك الصف. وٌسمى هذا العنصر او المدخل

على ٌمٌن المدخل المتقدم     ٌكون المدخل المتقدم فً الصف     و   لكل صفٌن  (3

 .   للصف 

ٌكون العمود الذي ٌحوي العنصر او المدخل المتقدم كل عناصره )عدا المدخل المتقدم(   (4

 تساوي اصفار.

 المصفوفات الاتٌة فً صٌغة النسق الصفً المختزل: :مثال

                 [

    
    
    
    

]      [

      
      
       
      

] 

 

 :كل المصفوفات الواحدٌة فً صٌغة النسق الصفً المختزل . ملاحظة

 المصفوفات الاتٌة لٌست فً صٌغة النسق الصفً المختزل: :مثال

                                 [
    
    
    

]          [
   
   
   

]  

 الى مصفوفة فً صٌغة النسق الصفً المختزل؟ [    ]   كٌف ٌتم تحوٌل المصفوفة س:

ٌتم ذلك بواسطة العملٌات الصفٌة الأولٌة حٌث ان كل من العملٌات الاتٌة هً عملٌة صفٌة  ج:  

 اولٌة:
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 مبادلة صفٌن. (1

 ضرب صف بثابت لا ٌساوي صفر. (2

 إضافة مضاعفات صف الى صف اخر. (3

: لاحظ  انه فً حالة كون المصفوفة هً المصفوفة الموسعة لنظام خطً فان العملٌات  ملاحظة

 الصفٌة الأولٌة تكون مكافئة على التوالً الى مبادله معادلتٌن ,ضرب معادلة بثابت لا ٌساوي صفر ,

 معادلة أخرى .إضافة مضاعفات معادلة الى 

بانها مكافئة صفٌا الى المصفوفة     من الصنف    ٌقال للمصفوفة )التكافؤ الصفً(: تعرٌف

باجراء سلسلة من العملٌات الصفٌة الأولٌة   اذا امكن الحصول على     من الصنف   

 .  المنتهٌة على 

تكون مكافئة     نف كل مصفوفة غٌر صفرٌة من الص -: مبرهنة )البرهان غٌر مطلوب (

 فً صٌغة النسق الصفً المختزل. وحٌدةصفٌا الى مصفوفة 

  حول المصفوفة الاتٌة الى مصفوفة فً صٌغة النسق الصفً المختزل. : مثال

                                      [
   
    
   

] 

فلا نقسم على  1)هو بالأصل  1ى نجعل المدخل الاول فً الصف الاول مساوٌاً ال اولا( :الحل

 شًء( فٌكون:

                                                         [
   
    
   

]      

 : نجعل اسفل المدخل الاول صفر وكما ٌلً ثانٌا

                                 
        
          

                  [
   
   
     

]      

 :1ثالثاً: نجعل المدخل الاول الغٌر صفري فً الصف الثانً مساوا الى 
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                       [

   

  
 

 

     

]      

 لغٌر صفري فً الصف الثانً مساوٌاً صفر كما ٌلً:  رابعا: نجعل اعلى واسفل المدخل الاول ا

                           
         
        

                  

[
 
 
 
   

 

 

  
 

 

   
 

 ]
 
 
 
 

       

 : 1خامساً: نجعل المدخل الاول الغٌر صفري فً الصف الثالث مساوا الى 

                                                                     [

  
 

 

  
 

 

   

]  

 سادساً: نجعل اعلى المدخل الاول الغٌر صفري فً الصف الثالث مساوٌاً صفر كما ٌلً: 

                               
 
 

 
        

 
 

 
        

                     [
   
   
   

]      

 هً فً صٌغة النسق الصفً المختزل   المصفوفة        

 

 Matrices and Linear Systemsالنظم الخطٌة المصفوفات و

 لنتعرف أولا على المعادلة الخطٌة :

  والثابت   بدلالة المتغٌر   غٌر حٌث ٌكتب المت      تدعى معادلة من الصنف  تعرٌف:

  بمعادلة خطٌة.

بٌان المعادلة )مخطط المعادلة (عبارة عن خط  لأنهتدعى المعادلة الخطٌة بهذا الاسم  :ملاحظة

  مستقٌم .

   المتغٌر الذي تظهر تدعى معادلة خطٌة                  وكذلك فان المعادلة 

 .           قٌم وٌطلب اٌجاد   وفً كثٌر من التطبٌقات تعطى قٌمة,من المتغٌرات   بدلالة



 اعداد: أ.د. محمد علً مراد               المصفوفات              جامعة دٌالى/كلٌة التربٌة الاساسٌة/قسم الرٌاضٌات/المرحلة الاولى
 

34 
 

  )حل المعادلة الخطٌة ( :تعرٌف

  المعادلة قالتً تحق           من الاعداد   تسمى كل مجموعة مرتبة من          

بحل                       عندما نعوض                  

 المعادلة الخطٌة .

 فأن                     ولٌكن                 لتكن مثال:

( ) أي ان  هو حل  للمعادلة الخطٌة لأنه ٌحققها             ( )   (  )        . 

        وعلٌه بصورة عامة ٌمكن تعرٌف النظام الخطً على النحو الاتً:   

 

  من المعادلات الخطٌة لكل منها   هو عبارة عن مجموعة حاوٌة على  :(النظام الخطً)تعرٌف

 وٌعبر عن النظام الخطً بالصورة الاتٌة : من المجاهٌل.

                              

                     
                     

 
                     

}     ( )    

   و بالثوابت     وتدعى                       هً      وعلٌه فان المعادلة رقم 

 .               حٌثبالحدود المطلقة 

 وٌطلب فً السؤال إٌجاد قٌم           فً النظام الخطً دائما تعطى قٌم  ملاحظة:

 (.1التً تحقق النظام )          

 تعرٌف )حل النظام الخطً(

كل معادلة فً النظام  قالتً تحق           ن الاعداد م  ٌقال لمجموعة مرتبة من       

 بحل النظام الخطً.                     الخطً عندما نعوض 

  كتابة النظم الخطية بذلالة المصفىفات

تأمل النظام الخطً الاتً:  

                     
                     

 
                     

}     ( )    
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 ٌمكن كتابة المعاملات فً النظام الخطً أعلاه على شكل مصفوفة وكما ٌلً: 

  [

           
          
  
          

]

   

 .   مصفوفة المعاملات و من السعة   وتسمى  

 حٌث     من السعة   كذلك ٌمكن كتابة المجاهٌل على شكل مصفوفة 

                                  [

  
  
 
  

]

   

    

 حٌث     من السعة   طلقة على شكل مصفوفة كذلك ٌمكن كتابة الحدود الم

                                  [

  
  
 
  

]

   

 

  

المصفوفة الاتٌة تسمى المصفوفة الموسعة او الممتدة للنظام الخطً حٌث  ترمز للمصفوفة  ملاحظة:

 الموسعة للنظام اعلاه )*(هً ان المصفوفة  أي  [   ]بالرمز     الموسعة للنظام 

          [   ]  [

              
             
   
             

]  

     

 مثال /اكتب النظام الخطً الاتً على شكل مصفوفات .
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]   مصفوفة المعاملات هً الحل: 
   
    
    

]

   

 

]     ومصفوفة المتغٌرات هً

  
  
  
]

   

 

]     ومصفوفة الحدود المطلقة هً    
  
  
  
]

   

 

[   ]والمصفوفة الموسعة للنظام تكون بالشكل    [
      
       
       

]       

 

  Homogenous Linear System الخطً المتجانسة امالنظ

من المجاهٌل والذي   من المعادلات الخطٌة لكل منها   هو عبارة عن مجموعة حاوٌة على   

 تكون جمٌع حدوده المطلقة اصفار, وٌعبر عن النظام الخطً المجانس بالصورة الاتٌة:

                              

                    
                    

 
                    

}     (  )    

الحل  ىوٌسم ( Trivial Solution) النظام الخطً المتجانس ٌمتلك الحل الصفري دائما(1:ملاحظة

 . التافه

       حل للنظام الخطً المتجانس بحٌث                        اذا كان  (2

  فٌقال ان النظام له حل غٌر تافه او غٌر صفري (          )   لبعض قٌم            

         (non-trivial  solution ) 

 حٌث,       ٌمكن كذلك كتابة النظم المتجانسة بصٌغة المصفوفات اي بالشكلملاحظة: 

مصفوفة الحدود المطلقة         المجاهٌل و مصفوفة      و  مصفوفة المعاملاتهً      

 .[   ])هنا تكون مصفوفة صفرٌة( والمصفوفة الموسعة تكون بالشكل 
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 اكتب النظام الخطً المتجانس الاتً بطرٌقة المصفوفات  : مثال

                                           

                                            

                                         

 مصفوفة المعاملات تكون بالشكل الحل: 

                                     [
   
    
    

]

   

  

 مصفوفة المجاهٌل  هً و

                                                  [
 
 
 
]

   

 

 دود المطلقة تكون بالشكل ومصفوفة الح

                                                  [
 
 
 
]

   

 

   كذلك فان المصفوفة الموسعة للنظام المتجانس تكون بالشكل 

                         [   ]  [
     
      
      

] 
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 الاسبوع التاسع:

عادلات الخطٌة المتجانسة وغٌر المتجانسة)كاوس , طرق حل انظمة الم

 جوردن(–كاوس 

 طرق عدٌدة منها )طرٌقة الحذف وتسمى طرٌقة كاوس للحذف( بٌمكن حل النظم الخطٌة  :اولا 

Gauss elimination   ,: وتتلخص طرٌقة كاوس بتكرار الخطوات الاتٌة- 

 مبادلة معادلتٌن . (1

 ضرب معادلة بثابت لا ٌساوي صفرا. (2

 ضافة مضاعفات احدى المعادلات الى معادلة أخرى .إ (3

 وتسمى هذه الخطوات بالعملٌات الصفٌة الأولٌة.

 

 -جد حل النظام الخطً الاتً :: مثال

                 

              

فة وذلك بإضا (  )من المعادلة الثانٌة   نحذف المتغٌر ان  رض إٌجاد حل النظام ٌجبلغ: الحل

 سالب ضعف المعادلة الأولى الى المعادلة الثانٌة فنحصل على

                                                         

                                                       

               نستنتج     من   

  قٌمة  نحصل على   فً   ة بتعوٌض قٌم   

                         

 وهو الحل الوحٌد للنظام.         اذن حل النظام الخطً هو

 ٌكون النظام المدرج الذي نحصل علٌه بطرٌقة الحذف مكافئ الى النظام الأصلً .ملاحظة :

 

-2L1+L2=L2 

-2x+6y=6 

2x+y=8 

 7y=14 

 



 اعداد: أ.د. محمد علً مراد               المصفوفات              جامعة دٌالى/كلٌة التربٌة الاساسٌة/قسم الرٌاضٌات/المرحلة الاولى
 

39 
 

 ان النظامٌن  ٌكونان متكافئٌن اذا لهما نفس الحل . تعرٌف:

 رج الذي نحصل علٌه بطرٌقة الحذف له نفس حل النظام الأصلً .وعلٌه فان حل النظام المد

 الاتً:جد حل النظام الخطً : مثال

                 

               

  :الحل

                 

            

 حل. وعلٌه فان النظام الخطً أعلاه لٌست له     لانه    وهذا تناقض فً المعادلة 

  :جد حل النظام الخطً الاتً  :مثال

                                                 

                                                

  الحل:  

   ة وكما ٌلً ف المعادلة الأولى من المعادلة الثانٌنطرح ضع   من    لكً نحذف

                                                 

                                                

وبعد التبسٌط نحصل على    فً   بتعوٌض قٌمة  و         نستنتج      من المعادلة  

      . 

وهذا ٌعنً ان للنظام , اي عددا حقٌقٌا              و   فان حل النظام هو وعلٌه 

 فان     كان  واذا     و      فان    أعلاه مالا نهاٌة من الحلول فاذا كان 

 هو حل اخر للنظام وهكذا. و      و     

 من الاملثة الثلاثة أعلاه  نستنتج ان : ملاحظة :

تلك حل وحٌد عدد المجاهٌل فان النظام الخطً اما ٌمي اذا كان عدد المعادلات اكبر او ٌساو (1

 او لا ٌمتلك حل.

-2L1+L2 = L2 → 

-2L1+L2=L2   → 
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اذا كان عدد المعادلات اقل من عدد المجاهٌل فان النظام الخطً ٌمتلك مالانهاٌة  من الحلول  (2

 او لا حل له.

 الاتً : جد حل النظام الخطً: مثال

                                                  

                                            ( )  

                                                

  الحل:

                                                  

                                                

                                                   

 على  نحصل   على   (  ) نقسم للسهولة

                                                    

                                                

                                              

                                                  

                                         (  )  

                                             

فً النظام     فً  وبتعوٌض قٌمة     فً النظام )**( نحصل على    وعلٌه فان من المعادلة 

 )**( نحصل على

           ( )                         

 فً النظام )**( نحصل على    فً   و   وٌض قٌمة وبتع

   (  )   ( )                     

 هو حل وحٌد للنظام )**( وهو حل للنظام الأصلً )*(.              وعلٌه  

 

L1= L1 

L2 فً    x لحذف       -2 L1+ L2= L2 

L3 فً    x     لحذف  -3 L1+ L3 =L3  

 +7 L3+ L2= L3 
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 ل حل الأنظمة الخطٌة هندسٌا ٌتمث

   ام الخطً الاتً المكون من معادلتٌن بمجهولٌنالنظ تامل

                 

                  ( )                                           

على التوالً    ,    ان بٌان)مخطط( كل من هاتٌن المعادلتٌن هو خط مستقٌم سندلل علٌه بالرمز 

على كل من  تقع (      )حلا للنظام الخطً اعلاه )*( فان النقطة              فاذا كان

 فان   ,     على كل من المستقٌمٌن تقع (      )وبالعكس اذا كانت النقطة    ,     المستقٌمٌن

  حلا للنظام الخطً اعلاه )*(,ٌقودنا هذا هندسٌا  الى الاحتمالات الاتٌة:            

ٌتقاطعان فً نقطة واحدة فقط وكما مبٌن    ,      ان المستقٌمٌنللنظام حل وحٌد ٌعنً  (1

 :بالرسم

     

 

        

 :بالرسموكما مبٌن  )متوازٌان(قاطعان لا ٌت   ,      ٌعنً ان المستقٌمٌن له ,حل لا للنظام  (2

   

 

 

 

 

 :بالرسموكما مبٌن  متطابقان   ,      للنظام مالا نهاٌة من الحلول , ٌعنً ان المستقٌمٌن (3

 

 

 

 

  

Y 

X 

L2 L1 

  

X 

L1 

L2 

Y 

   

L2 

(S1,S2) 

Y 
L1 

X 
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  ل الأنظمة الخطٌة الاتٌة بطرٌقة الحذف .ح//   W.H.تمارٌن

 

1-  

 

 

2- 

 

3- 

 

 

4-  

 

5- 

 

6- 

 

 

  .ٌمكن استخدام طرٌقة الحذف لحل الأنظمة الخطٌة المتجانسة ملاحظة:

  الاتً  جد حل النظام الخطً المتجانس :مثال

               

                

                 

 𝑥   𝑦   𝑧       

𝑥   𝑦  𝑧      

 𝑥  𝑦   𝑧     

𝑥  𝑦      

 𝑥   𝑦      

 𝑥   𝑦   𝑧       

 𝑥   𝑦   𝑧      

 𝑥   𝑦   𝑧      

𝑥   𝑦   𝑧     

 𝑥    𝑦    𝑧     

𝑥    𝑦   𝑧      

 𝑥    𝑦    𝑧     

 𝑥   𝑦  𝑧     

 𝑥    𝑦    𝑧     
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 الحل:

                                                    

                                                     

                                                    

                

                                                     

                                                 

 .            وحصم عهى   مه  

  نحصل على   فً   تعوٌض قٌمة بو

                                 ( )                  

 نحصل على   فً    و  تعوٌض قٌمة بو 

   ( )   ( )        

 .هو الحل الصفريللنظام الحل الوحٌد   

 المتجانس الاتً )بطرٌقة الحذف ( الخطً  جد حل النظام: مثال

                                             

                                             

                                              

    :الحل

                                                     

                                            

                                             

 الاتً: لى النظامع فنحصل   بإهمال اهمال احدهما وعلٌه  فٌمكن    و    لتشابه

                                                

                                               

L1+L2=L2 

-2L1+L3=L3 

3L2+5L3=L3 

-2L1+L2=L2 

-L1+L3=L3 
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  وحصم عهى   مه و

                                      
 

 
    

 نحصل على   فً   تعوٌض قٌمة بو

                                         
 

 
          

 

 
   

  ) ي عدد حقٌقً فانأ   حٌث ان     نفرض ان
 

 
     

 

 
هو حل للنظام  (      

 الخطً المتجانس وعلٌة فان النظام ٌمتلك ما لانهاٌة من الحلول. 

 :اتملاحظ

ذا كان عدد ا ٌد وهو الحل الصفري )الحل التافه (ٌكون للنظام الخطً المتجانس حل وح (1

 .المعادلات ٌساوي عدد المجاهٌل فً النظام الخطً المتجانس المكافئ المدرج

اقل من عدد  ٌكون للنظام الخطً المتجانس حل غٌر صفري اذا كان عدد المعاملات (2

   المجاهٌل فً النظام الخطً المتجانس المكافئ المدرج.

 صفري او الحل الصفري.الاتٌة حل غٌر  المتجانسة اذا كان للأنظمة فٌما بٌنتمارٌن :

1)                                   

                                              

                                              

 

  2)                                   

                                        

                                          

3)                           
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من   فً لمعادلات من ا  نظاما خطٌا فٌه      و       لٌكن كل مبرهنة:     

متكافئتٌن صفٌا فان النظامٌن   [   ]و  [   ]المجاهٌل فاذا كانت المصفوفتان الموسعتان 

 الخطٌٌن لهما نفس الحلول بالضبط.

 غٌر مطلوب . البرهان:
 

 كما ٌلً:  اوهً احدى الطرق لحل النظام الخطً والتً ٌمكن تلخٌصه جوردن: -طرٌقة كاوسثانٌا: 

 (.    ام الخطً المعطى بدلالة المصفوفات )على شكل كتابة النظ (1

 فً صٌغة النسق الصفً المختزل. [   ]الى مصفوفة  [   ]تحوٌل المصفوفة الموسعة  (2

 .    إٌجاد الحل للنظام الخطً  (3

 )لانهما متكافئتٌن(. [   ]هو نفس الحل لـ      اعتبار الحل لـ  (4

  جوردن ( -الاتً )بطرٌقة كاوس جد الحل للنظام الخطً :مثال

                                                          

                                                      

                                                      

 المصفوفة الموسعة للنظام هً  (1 الحل:

                                        [   ]  [
     
      
      

] 

 فً صٌغة النسق الصفً المختزل [   ]الى مصفوفة  [   ] نحول المصفوفة الموسعة (2

[   ]           (.H.W تأكد من ذلك)  [   ]  [
     
      
     

]                       

  :طً الاتًتمثل النظام الخ (2فً الخطوة ) [   ] حظ ان المصفوفة الموسعةنلا (3
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                      ٌُ       نىظبو انخطًحم ا    

                     انحم انُحٍذ نهىظبو انخطً انمعطى ٌُ     (4

  

 .جوردن –حل النظام الخطً الاتً باستخدام طرٌقة كاوس جد  مثال:

           
             
             
             

 

 هً  المصفوفة الموسعة (1:لحلا

                                 [   ]  [

       
         
         
        

]  

 حٌث فً صٌغة النسق الصفً المختزل [   ]الى مصفوفة  [   ]  نحول المصفوفة (2

[   ](      .H.W)تأكد من ذلك        [

       
       
       
      

] 

 :تمثل النظام الخطً الاتً (2نلاحظ المصفوفة الموسعة فً الخطوة )(3

                                              

                                                

                                                     

 أي عدد حقٌقً .   حٌث    نفرض ان   

                               ٌُ       حم انىظبو انخطً   

                           حم انىظبو انخطً انمعطى ٌُ    (4

 مه انحهُل نهىظبو انمعطى. ةمب لاوٍبٌاوً ٌُجذ  أي 
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 جوردن –طً الاتً بطرٌقة كاوس جد حل النظام الخ :مثال

 

               
                 
            

 

 المصفوفة الموسعة هً  (1:لحلا

                                 [   ]  [
      
       
         

]  

 ة النسق الصفً المختزل حٌثفً صٌغ [   ]الى مصفوفة  [   ]( نحول المصفوفة  2

[   ](      .H.W)تأكد من ذلك        [
         
      
      

] 

  ( تمثل النظام الخطً الاتً:2نلاحظ المصفوفة الموسعة فً الخطوة ) (3

                                                        

                                                        

 تناقض وهذا                                                     

 َببنحبنً لا ٌُجذ حم نهىظبو انخطً انمعطى.     لا ٌُجذ حم نهىظبو انخطً    

 [   ] المصفوفة لا حل له اذا      وسحىج مه انمثبل انسببق ان انىظبو انخطً :ملاحظة 

الأَنى    مكبفئة صفٍب انى مصفُفة فً صٍغة انىسق انصفً انمخحزل جحُي صف جمٍع عىبصري 

                            لا ٌساوي صفر.     اصفبرا َانعىصر 

  جُردن –جذ حم انىظبو انخطً الاجً بطرٌقة كبَس  :مثال
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 المصفوفة الموسعة للنظام هً  (1 الحل:

                                        [   ]  [
     
      
      

] 

 فً صٌغة النسق الصفً المختزل [   ]الى مصفوفة  [   ] نحول المصفوفة الموسعة (2

[   ](           .H.W)تأكد من ذلك   [   ]  [
     
     
     

]                       

 ( تمثل النظام الخطً الاتً: 2المصفوفة الموسعة فً الخطوة ) نلاحظ ان (3

                                              
   
   
   

 

 ٌَُ انحم انُحٍذٌُ انحم انصفري      حم انىظبو انخطً   

 .             ان  أي أٌضب  ٌُ انحم انصفري  هىظبو انخطً انمعطىانُحٍذ نحم ان  

 

 

 الاسبىع العاشر: امتحان الشهر الثاني
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 الحادي عشر: الاسبىع

 The Invers of Matrix   نظير المصفىفة

اذا  (non-singular)بانها غٌر شاذة     من الصنف  [   ]  ٌقال لمصفوفة تعريف: 

بانها نظٌر   وٌقال لـ          بحٌث     من الصنف  [   ]  وجدت مصفوفة 

ٌر ظ, وٌرمز لن (singular)بانها شاذة    فٌقال لـ    ة مثلواذا لم توجد مصفوف ,  )او معكوس( 

 .   بالرمز   المصفوفة 

 نظير المصفىفة طرق ايجاد 

   اولا: الطريقة الاعتيادية

من الصنف  [   ]  مصفوفة فنفرض توجد     من الصنف  [   ]  نحكه       

 Aهذا ٌنتج نظام خطً فاذا وجد له حل فان للمصفوفة من  )         ونحقق     

 لٌس لها نظٌر( Aنظٌر واذا لم ٌجد له حل فان المصفوفة 

*  حٍث    جد معكوس )نظٌر( المصفوفة مثال:
   
   

+. 

*    نفرض ان الحل:
  
  
   هً معكوس المصفوفة   +

           ٌجب ان ٌكون        

*  ان           أي            
   
   

+ *
  
  
+     *

  
  
+ 

                                   →  *
            
          

+   *
  
  
+   

 نحصل على الأنظمة الاتٌة المصفوفتان من تعرٌف  تساوي و

                      

             
             

   ــــــــــــــــــــــــ
         

      بالجمع           

             
             

   ــــــــــــــــــــــــ
         

 بالجمع         

                                                              *
  
  
+  

 .  وهً معكوس المصفوفة  
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 :ان أي           للتحقق من الحل ٌجب ان ٌكون     

                               *
   
   

+ *
  
  
+   *
  
  
+       

*                     و              
  
  
+ *
   
   

+   *
  
  
+        

 

*  حٍث    جد معكوس )نظٌر( المصفوفة : :المث
   
   

+. 

*  نفرض ان   الحل:
  
  
 .  هً معكوس المصفوفة   +

           ٌجب ان ٌكون        

*  ان           أي            
   
   

+ *
  
  
+     *

  
  
+ 

                                   →  *
            
          

+   *
  
  
+   

 نحصل على الأنظمة الاتٌة المصفوفتان من تعرٌف  تساوي و

                      
             
             

                                 
             
             

  

 

               

                               
                                                

     ـــــــــــــــــــــــــــ   بالجمع               
                            

         

                            
                                               

     ـــــــــــــــــــــــــــ   بالجمع               
                                

  

 وعلٌة لا ٌوجد حل للأنظمة وهذا غٌر ممكن    

 .  )وظٍر( نهمصفُفة لا ٌُجذ معكُس غٌر صحٌح وعلٌة   فرضىب ٌُجذ معكُس نهمصفُفة    

 وحٌد    غٌر شاذة فان نظٌر   فاذا كانت     مصفوفة من الصنف   لتكن   :مبرهنة

 وحٌد(. و)أي ان  اذا وجد المعكوس للمصفوفة فه          

  :البرهان

 فان   معكوس الى المصفوفة     نفرض ان كل من            

 وعلٌه             و                                

                            (  )  (  )        

     

 . وحٌد  معكوس             
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 / هل لمصفوفة الوحدة معكوس؟ .H.W س/  

 

 :مبرهنة

 .     (   )مصفوفة غٌر شاذة وان     مصفوفة غٌر شاذة فان    اذا كانت (1

 مصفوفة غٌر شاذة وان ABمصفوفة غٌر شاذة فان      اذا كان كل من  (2

(  )          

  .  (  )  (   )مصفوفة غٌر شاذة وان    مصفوفة غٌر شاذة فان   اذا كانت   (3

 

 ثبحٌ  غٌر شاذة ٌجب ان نجد مصفوفة     لكً نبرهن ( 1 البرهان:

                                                        

               غٌر شاذة )معطى( فان    لكن    

                                          

    (   )هو     وان رمز نظٌر)معكوس( المصفوفة   هو     معكوس            

 ()لان المعكوس وحٌد .    (   )وعلٌه                  

 مصفوفة غٌر شاذة )معطى( فان      (بما ان كل من 2  

 وعلٌه               و                              

            
    (  ) 

    (    )    (  )(      )   ( )   

             
       (  )   

  (    )  (      )(  )   ( )  

 .      هو    ( نستنتج ان نظٌر المصفوفة 2( و )1من )

 المعكوس وحٌد وعلٌه و   (  )هو    لكن رمز نظٌر)معكوس( المصفوفة لـ 

                     (  )          

3)H.w. 

 /جمع مصفوفتٌن غٌر شاذتٌن قد لا ٌكون مصفوفة غٌر شاذة . ملاحظة

*  لتكن مثال: 
  
   

]    ان   و   +

 

 

 

 

 
  

 

   )واجب اثبت ذلك(    [
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*  و      
  
    

]    ان  و  +

 

 
 

 
 

 

    )واجب اثبت ذلك(               [

 موجود ؟   (   )ان هل  أيمصفوفة غٌر شاذة ؟     هل ان       

*  وعلٌه        لتكنالحل: 
  
   

+  *
  
    

+  *
  
    

+ 

*  مصفوفة غٌر شاذة وعلٌه توجد مصفوفة        ولنفرض ان    
  
  
+   

         بحٌث ان     

*  ان           أي                 
  
    

+ *
  
  
+     *

  
  
+ 

                                   →  *
            
              

+   *
  
  
+   

 لى الأنظمة الاتٌةنحصل ع المصفوفتان من تعرٌف  تساوي و

                      
             
               

                                 
             
               

  

 

               

                            
                                               

     ـــــــــــــــــــــــــــ   بالجمع               
                           

         

                            
                                               

ـــــــــــــــــــــــــــ   بالجمع                     
                                

  

 وهذا غٌر ممكن وعلٌة لا ٌوجد حل للأنظمة    

 .مصفوفة شاذة      وعلٌة فان       لا ٌُجذ معكُس )وظٍر( نهمصفُفة    
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 الاسبوع الثانً عشر:

 نظٌر المصفوفة   لإٌجادجوردن  –طرٌقة كاوس ثانٌا: 

فاذا امكن الحصول على صٌغة نسق صفً مختزل للمصفوفة     مصفوفة من الصنف   لتكن 

 . ومعكوسها  مصفوفة غٌر شاذة   فان  [    ]بالشكل  [    ]الموسعة 
  

]  جد معكوس المصفوفة  مثال:
   
   
   

 جوردن . –طرٌقة كاوس استخدام ب [

 

      [          ]                                           :الحل

                              

   
   
   

 

           
          
          

 

   
   
    

 
   
   
    

 

   

  
 

 

    

 

   

 
 

 
 

    

 

  
  

 

  
 

 
    

 

 
  

 
 

 
 

 
 

    

 

  
  

 

  
 

 
   

 

 
  

 
 

 
 

 
 

 

 
 
  

 

 

ملاحظة: نجري العملٌات 

.على المصفوفتٌن  

  𝑅  𝑅  𝑅  

 

 
𝑅  𝑅  

  

 
𝑅  𝑅  

 𝑅  𝑅  𝑅  
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                                                    [             ]   

 

      ومعكوسها هو   مصفوفة غٌر شاذة       

[
 
 
 
 
  

 

  

 

  

 
   

 

 

 

 

 
 

 
 

  

 ]
 
 
 
 

  

 

على صف مكون باكمله من    المختزل اسفل المصفوفة اذا احتوت مصفوفة النسق الصفً :ملاحظة

 شاذة.  اصفار فان المصفوفة 

 

]  جد معكوس المصفوفة  مثال:
    
          
     

 جوردن ان امكن . –بطرٌقة كاوس  [

    الحل:

                                                [          ]      

    
    
     

 

           
          
          

 

    
    
     

 
   
    
   

 

  
  

 
   
   

 

 
  

 
 

   

 

 

 

 

 
 

 
 
  

 

 

   
   
   

 

  

 

  

 

  

 
   

 

 

 

 

 
 

 
 
  

 

 

  

 
R3=R3 

 

 
R3+R1=R1 

  

 
R3+R2=R2 

  

 
𝑅  𝑅  𝑅  

 

 
𝑅  𝑅  𝑅  

 𝑅  𝑅  𝑅  
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  الاسبوع الثالث عشر:

 بأستخدام المصفوفة الملازمة طرٌقة اٌجاد نظٌر المصفوفةا: لثثا

 

 فأن    مصفوفة من السعة  [   ]   اذا كانت مبرهنة:  

                          (    )  (    )  | |   
 :غٌر مطلوب  رهانالب

 

  :مصفوفة غٌر شاذة وحسب النتٌجة الاتٌة )معكوس( نظٌر لإٌجاد: لدٌنا الان طرٌقة جدٌدة ملاحظة

 

| |وكان     مصفوفة من السعة    اذا كانت :نتٌجة   فأن   

                                        
 

| |
     

[
 
 
 
 
 
   

| |

   

| |
 

   

| |

   

| |

   

| |
 

   

| |

  
   

| |

   

| |
 

   

| | ]
 
 
 
 
 

     

 

]  اذا كانت : مثال
    
   
    

ان  (     باستخدام المصفوفة الملازمة)    جد ,  [

 امكن؟

 صف مكون بأكمله من اصفار  وهذا 

مصفوفة شاذة  A ٌدل على ان   

  𝑅  𝑅  𝑅  

  

 
𝑅  𝑅  

  𝑅  𝑅  𝑅  
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| |بما ان  الحل:        (H.w. )معكوس    وعلٌه ٌوجد للمصفوفة 

 فان      فً موضوع  , من المثال اعلاه     نجد اولاً    

                                       [
        
       
      

]  

 هو      وعله فان 

                            
 

| |
      

 

  
     

[
 
 
 
 
  

  

 

  

  

  
   

  

  

  

 

  
 

  

 

  

   

  ]
 
 
 
 

  

 

  

]  اذا كانت : مثال
   
   
    

 ( ان امكن؟    باستخدام المصفوفة الملازمة)    , جد  [

 الحل:

| |( وان .H.wبأي طرٌقة ) | |نجد  (1      . 

]     وهً      (.H.w)     نجد  (2
     
     
    

] . 

    ( وهً .H.w)    نجد  (3
 

| |
     

 

 
     

[
 
 
 
 
  

 

  

 

 

 
  

 

 

 

  

 
 

 

  

 

 

 ]
 
 
 
 

 . 

 

 

 حل انظمة المعادلات الخطٌة باستخدام ) طرٌقة المعكوس)النظائر(, طرٌقة كرامر(

 

  النظم الخطٌة والنظائر اولا:
 فان للنظام     مصفوفة غٌر شاذة من السعة   نظاماً خطٌاً ولتكن      لٌكن  :مبرهنة

 .       الخطً حل وحٌد وهو            
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  البرهان:

 موجود وعلٌه    مصفوفة غٌر شاذة فان   بما ان     

                               

 للطرفٌن(    بأخذ  )                                      

                               
      

                                  

 وهو حل للنظام  

 *الان نبرهن الوحدانٌة وكما ٌلً        

 ٌحقق النظام    و      حلاً للنظام فان   و     لٌكن كل من   

             و          ان                      أي   

                             
          و      

 للطرفٌن(    بأخذ  )     

                               
    و        

    

                                               

 النظام ٌمتلك حل وحٌد         

(H.W. .اعط مثال لنظام خطً مكون من ثلاث معادلات بثلاث مجاهٌل ثم ج حله باستخدام النظائر 

  حل     المتجانس  فان للنظام الخطً    من السعة مصفوفة   لتكن  :مبرهنة

 مصفوفة شاذة.  غٌر تافه اذا وفقط اذا كانت           

 مصفوفة شاذة  لٌكن للنظام الخطً حل غٌر تافه وٌجب ان نبرهن ان  (  :البرهان

 موجود    مصفوفة غٌر شاذة , هذا ٌعنً ان   نفرض ان              

     وبما ان                       

 طرفٌن(لل    باخذ )                                              

                                           

 وهذا تناقض لان للنظام حل غٌر تافه )معطى(           

 مصفوفة شاذة .               

   )H.W.  

 
| |غٌر شاذة اذا وفقط اذا كان   تكون المصفوفة  مبرهنة:    . 

 غٌر مطلوبان: البره
  

حل غٌر      فان للنظام الخطً المتجانس     مصفوفة من السعة    كانتاذا  :نتٌجة

| |تافه اذا وفقط اذا كان     . 
 غٌر مطلوب :البرهان
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 الاسبوع الرابع عشر:

 Gramers Ruleمر   كرا قاعدةثانٌا: طرٌقة او 
 ) قاعدة كرامر ( برهنهم
 كنٌل

                 

                     
                     

 
                     

} 

ان  عبحٌث نستطٌ [   ]  ٌل ولتكن هاجمن الم  فً  تعادلاالممن    ون منمك طٌاخ نظاما

 حٌث ان       المعطى بالشكلكتب النظام ن

       [

          
          
  
          

]         [

  
  
 
  

] 

 

| |فأذا كان       وحٌد وهو لاحلنظام ل فان   
|  |

| |
          

|  |

| |
        

|  |

| |
    ,

 .  محل العمود رقم   بعد إحلال   هً المصفوفة الناتجة من    حٌث ان 

 

 غٌر مطلوب البرهان: 

 

 :رامر(ک قةٌطر امالاتً )باستخد ًطخلال النظام جد ح :لمثا

                                           

                                            

                                           

 نجد مصفوفة المعاملات ومصفوفة الحدود المطلق وهما /أولاالحل

                                             [
     
    
     

] ]      و   
 
 
  
] 

 :  نحسب محدد مصفوفة المعاملاتثم   

                              | |  |
     
    
     

|     

| |بما ان    علٌه ٌكون   
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|  |

| |
 
|
    
    
     

|

  
 
  

  
      

 

                                                 
|  |

| |
 
|
     
    
     

|

  
 
  

  
       

 

                                                  
|  |

| |
 
|
    
   
      

|

  
 
  

  
      

 

  (                    ) النظام هو الحل الوحٌد   

 

  تً لدٌنا ٌساوي  ال تالمعادلا دعد نکو فً حالة  قللتطبٌ ةر قابلمكرا قاعدةنلاحظ ان  :ملاحظة

 . غٌر شاذة    مصفوفة المعاملات وانٌل هاجالم عدد            

  (H.W.)  (رمقاعدة كرر)کرام رٌقةام طخداستب خطٌة الاتٌة م الالنظ حل: 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                       الاسبوع الخامس عشر: مراجعة مكثفة مع حل بعض التمارٌن

𝑥  𝑥  𝑥     
 𝑥   𝑥   𝑥   
  𝑥   𝑥   𝑥   

 

 𝑥   𝑥   𝑥   
𝑥   𝑥   𝑥     
 𝑥   𝑥   𝑥    

 

 𝑥   𝑥   𝑥    
 𝑥  𝑥   𝑥    
 𝑥   𝑥  𝑥    

 


